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TEORIA GIER

3.1. Wstep

W rozdziale 2 dotyczacym wyboru w warunkach niepewnos$ci wyplata decy-
denta zalezata od podjetej przez niego decyzji oraz od stanu $wiata, ktory zaszed?.
Mozemy to sobie wyobraza¢ jako tzw. gre z naturg, w ktérej decydent wybiera jedno
z dostepnych dziatani/akcji (np. wzig¢ parasol/nie bra¢ parasola), a natura wybiera
stan Swiata (deszcz pada/nie pada). Wtedy wyptata decydenta zalezy od dziatan przez
niego podjetych oraz od ruchu natury - tj. stanu Swiata, a doktadniej od kombinacji
dziatan decydenta i stan6w natury (jestem mokry, bo lungt deszcz, a ja nie wziglem
parasola; jestem suchy, gdyz schronitem sie przed deszczem pod parasolem; nada-
remnie nosze parasol, poniewaz dzis$ nie pada; nie wzigtem parasola, ale jestem suchy,
poniewaz deszcz nie pada). Zakltadamy, Ze natura ,,wybiera” stan Swiata niezaleznie
od preferencji decydenta oraz dzialania przez niego podjetego. Zaprzeczeniem tego
zatozenia bytoby zaakceptowanie nierealistycznych mozliwosci w rodzaju istnienia
wiecznych pechowcow (gdy wezme parasol, swieci tadne storice, a gdy nie wezme,
leje jak z cebra) lub wiecznych szczesciarzy.

W niniejszym rozdziale miejsce natury zajmuje Sswiadomy gracz. Analizowac
bedziemy dwustronne decyzje, w ktérych wystepuje strategiczna interakcja, tj. wypta-
ta decydenta zalezy od podjetej przez niego decyzji oraz od decyzji drugiego decy-
denta, przy czym decydentem moze by¢ jakakolwiek samoswiadoma jednostka, ktéra
jest zdolna do podjecia okreslonego dziatania w celu osiggniecia rezultatu zgodnego
z jej preferencjami. Dziat nauki, w ktérej mieszczg sie takie decyzje, to teoria gier.

Jako tzw. dwuosobowe gry statyczne rozwazymy sytuacje decyzyjne, w ktérych ist-
niejg dwie strony (nazwiemy je graczami) podejmujace decyzje polegajace na wyborze
jednej sposrdd paru (przynajmniej dwéch) akcji dostepnych dla danej strony (powie-
my strategii gracza), przy czym kazda ze stron wybiera, nie wiedzgc jakiego wybo-
ru dokonata druga strona. Graczami mogg by¢ dwie osoby w sensie dostownym, ale
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72 Rozdziat 3

takze na przyktad dwie firmy lub dwa panistwa. Wynik gry zalezy od wyboru doko-
nanego przez obu graczy. Kazdy z graczy umie okresli¢ swoje preferencje odnos$nie
do wszystkich mozliwych wynikéw gry. Gry mozna sklasyfikowa¢ wedlug poziomu
zbieznosci w ocenie atrakcyjnosci poszczegélnych wynikéw pomiedzy graczami.
Szczegblnym rodzajem gier sg gry, w ktorych wystepuje catkowita rozbieznos¢ inte-
resow pomiedzy graczami (wynik, ktéry podoba sie najbardziej jednemu graczowi jest
najgorszym wynikiem dla drugiego gracza). Takie gry, nazywane grami $cisle konku-
rencyjnymi, mozna analizowa¢ metodami ogdlnej teorii gier, jednak ich szczegdlna
matematyczna struktura umozliwia dokonanie pogltebionej analizy i uzycia dodat-
kowych narzedzi, stad bedziemy analizowali je osobno w drugiej czesci rozdziatu.

Do opisu sytuacji strategicznych bedziemy uzywali terminologii zaczerpnietej
z gier. Nie oznacza to jednak, Ze opisywane sytuacje sg grami w sensie potocznym.
Moga to by¢ bardzo powazne sytuacje opisujgce konflikt geopolityczny, konkuren-
cje firm na rynku oligopolistycznym, negocjacje z terrorystami, strategie przetrwa-
nia mrowek, preferencje randkowiczéw lub problem wspo6lnego dowozenia dzieci do
szkoty. Aby wyjasni¢ wybdr terminologii, postuzmy sie wypowiedzig profesora Kena
Binmore’a, jednego z wybitnych brytyjskich matematykéw zajmujgcych sie teorig gier:

Racjonalne interakcje miedzy ludZmi warte sq studiowania, jednak dlaczego studia
te nazwane sq teoriq gier? Dlaczego bagatelizujemy problemy, z ktorymi borykajq sie
ludzie, nazywajqc je grami? Czy nie dewaluujemy naszego cztowieczeristwa redukujqc
ludzkie dqzenie do spetnienia sie do rangi zwyktej zabawy w grze? Teoretycy gier odpo-
wiadajq na tego typu pytania stawiajqc je na gtowie. Im glebiej przezywamy dane proble-
my, tym bardziej musimy uwazacd, aby nie dac sie zwies¢ mysleniu Zyczeniowemu. Teoria
gier czyni cnote z uzycia jezyka gier towarzyskich, takich jak szachy czy poker, poniewaz
dzieki temu mozemy dyskutowac o logice strategicznych interakcji w sposob beznamiet-
ny (Binmore, 2007b, s. 4).

Uktad niniejszego rozdziatu jest nastepujacy. W podrozdziale 3.2 przedstawimy
przyktad motywujacy. Nastepnie, w podrozdziale 3.3, oméwimy poszczegdlne ele-
menty dwuosobowych gier statycznych. Wprowadzimy podstawowe definicje i zato-
Zenia oraz wyjasnimy, w jakim sensie gry mozna rozwigzywac. Podrozdziat 3.4 jest
poswiecony szczegblnemu rodzajowi statycznych gier dwuosobowych, czyli gier
Scisle konkurencyjnych. W podrozdziale 3.5 pokazemy, w jaki sposdb wykorzystac
arkusz kalkulacyjny programu Excel w celu znalezienia rozwigzania gier omawianych
w poprzednich podrozdziatach. Podrozdziat 3.6 jest przeznaczony na podsumowa-
nie czesci podstawowej rozdziatu. Kolejna czes¢, podrozdziat 3.7, zawiera dodatek,
w ktérym postaramy sie odpowiedzie¢ na pytanie, czy teoria gier dobrze przewiduje
rzeczywiste zachowania ludzi w grach.
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TEORIA GIER 73

3.2. Konkurencja o rynek - przyktad motywujacy

Rozwazmy przyktad dwoch firm operujgcych na kilku rynkach. Pierwsza firma
- Atena - kontroluje rynek A, natomiast druga firma — Zeus — kontroluje rynki B,
C i D. Kazda z firm moze zdecydowac sie broni¢ jednego ze swoich rynkéw bgdz
zaatakowac jeden z rynkow przeciwnika. Decyzja jest podejmowana bez wiedzy, jaka
decyzje podejmie przeciwnik. Jesli jedna firma zaatakuje niebroniony rynek drugiej
firmy, wowczas zdobywa ten rynek i przejmuje jego wartosc. Jesli zaatakuje bronio-
ny rynek drugiej firmy, wowczas przegrywa i musi sie wycofa¢, odnoszgc straty tym
wieksze, im wiecej warty byt ten rynek. W Tabela 3.1 zestawiono wartosci poszcze-
gblnych rynkéw oraz straty w przypadku porazki (w jakiej$ jednostce pienieznej,
np. setkach tysiecy PLN).

Tabela 3.1
Wartosci rynkéw i straty w przypadku przegranej
Rynek A Rynek B Rynek C Rynek D
Zysk w przypadku zdobycia 5 4 3 2
niebronionego rynku
Strata w przypadku ataku 4 3 N 1
na broniony rynek

Zrédto: opracowanie wilasne.

Kazda z firm moze wybra¢ tylko jedng lokalizacje, zatem kazda firma ma czte-
ry mozliwe sposoby postepowania. Zaktadamy, ze zyski Ateny sg réwne stratom
Zeusa (a straty Ateny sg zyskami Zeusa). Na przyklad, jezeli Atena zdecyduje sie
bronié¢ rynku A, a Zeus go zaatakuje, wowczas Atena wygrywa i jej wypltata wynosi 4,
czyli tyle ile wynosi strata Zeusa. Jezeli obie firmy bedg broni¢ ktéregos ze swoich
rynkow, ich zyski nie zmienig sie, czyli wyptaty wyniosg 0. Jezeli Atena zaatakuje
rynek C, a Zeus zdecyduje sie zaatakowac rynek A, wyplata Ateny wynosi 3 (za prze-
jecie rynku C) minus 5 (za strate rynku A), czyli w sumie -2. Jezeli Atena zaatakuje
rynek C, a Zeus zdecyduje sie broni¢ ten sam rynek, jej strata wyniesie réwniez —2.
W Tabela 3.2 przedstawiono wyptaty Ateny w zaleznosci od swojego postepowania
oraz postepowania Zeusa.

Czy menedzer Ateny powinien zaatakowac ktorys z rynkow kontrolowanych przez
Zeusa, czy tez zdecydowac sie na obrone rynku A pozostajgcego pod jego kontrolg?
Ktérego rynku powinien broni¢ Zeus? A moze powinien zaatakowac rynek A, ktory
ma najwiekszg warto$¢? Czy moze jest tak, ze czescig optymalnej strategii firmy jest
bycie nieprzewidywalnym? Jakg decyzje podejmie racjonalny menedzer Ateny? Jaka
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decyzje podejmie racjonalny menedzer Zeusa? Jaki bedzie ostateczny wynik tej gry?
Czy da sie wskazac¢ oczekiwany zysk obu firm w sytuacji, kiedy obie grajg optymal-
nie? Na te pytania odpowiemy pod koniec niniejszego rozdziatu. Przedtem jednak
wprowadzimy pojecia, ktore sg niezbedne do matematycznego modelowania tego
typu sytuacji, w celu udzielenia precyzyjnych odpowiedzi na te pytania.

Tabela 3.2
Tabela wypfat gry Ateny
Strategia Zeusa
atakuje A broni B broni C broni D
broni A 4 0 ) :
Strategia atakuje B 1 3 ; ;
Ateny atakuje C 2 3 5 ;
atakuje D 3 7 ; .

Zrédto: opracowanie wiasne.

3.3. Statyczne gry dwuosobowe - przypadek ogélny

W tej czesci rozdzialu wprowadzimy sytuacje wyboréw strategicznych (gry)
i na ich podstawie wyjasnimy dwa wazne pojecia: strategii zdominowanej (czyli
strategii ewidentnie gorszej od jakiej$ innej dostepnej) i rownowagi w grze (spo-
dziewanego rezultatu gry). Nastepnie postaramy sie przekonac Czytelnika, Ze teoria
gier, mimo swego zargonu, w ktéorym mowa o maksymalizacji wyplat i wybieraniu
strategii, potrafi opisywa¢ dylematy zwyktych ludzi, ktérzy sg pelni emocji i czesto
cechujg sie empatig i wspdtczuciem, a przy podejmowaniu decyzji kierujg sie nie
tylko swoim wasko pojmowanym interesem. Pokazemy dalej, co zrobic¢ w przypadku
istnienia wielu réwnowag w jednej grze (wiele mozliwych rezultatéw) — przedstawi-
my przyktadowe metody wyboru réwnowagi na podstawie kryteriow efektywnosci
Pareto oraz zalu (pojecie zalu oméwiono w rozdziale 2). Na koniec opowiemy o grach,
w ktorych optaca sie by¢ nieprzewidywalnym — mowa bedzie o rownowadze w stra-
tegiach mieszanych i o stynnym twierdzeniu, ze kazda gra o skoniczonej liczbie stra-
tegii i graczy posiada rGwnowage.

Zacznijmy od wprowadzenia w sposdb formalny pojecia gier, ktérymi zajmowac
sie bedziemy w tym rozdziale.
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Jakimi grami bedziemy sie zajmowac

Elementy gry
= Opis kazdej gry rozpoczynamy od wskazania dwoch graczy.
= Nastepnie sporzadzamy liste dostepnych dla kazdego gracza akcji/strategii.
= Opisujac gre, musimy wyrazi¢, jakie sa preferencje gracza wzgledem mozliwych wynikéw,
tj. kombinacji wybranych strategii (tzw. profili strategii). Robimy to, przypisujac tym kombina-
cjom liczby, tzw. wyptaty, interpretowane jako uzytecznosci. O funkcji uzytecznosci pisalismy
w rozdziale 2, tu konsekwentnie zaktadamy, ze gracze chca maksymalizowa¢ oczekiwang uzy-
tecznos¢ swojej decyzji.
Dobdr strategii
= Kazdy z graczy musi mie¢ kontrole nad swoimi dziataniami, czyli musi by¢ w stanie wybrac, jezeli
zechce, kazda z listy dostepnych sobie strategii.
= Lista akcji kazdego gracza musi wiasciwie réznicowac profile strategii ze wzgledu na wyptaty graczy.
- Jezeli np. obu graczom zalezy tylko na tym, aby nie zmokna¢, wybdr zielonego lub czerwo-
nego parasola przez jednego z nich powinien by¢ uwzgledniony nie jako dwie, ale jako tylko
jedna jego akcja. Z kolei, jezeli wyptata ktéregos z graczy zalezy od koloru parasola wybrane-
go przez jednego z nich, wéwczas ten wybdr powinien by¢ rozbity na dwie akcje tego gracza.
Opis gry
= Gre standardowo przedstawia¢ bedziemy w formie tabeli.
= Wygodnie jest ustali¢ konwencje, wedtug ktérej jeden gracz, zwany Wierszem, wybiera jedna ze
swoich strategii (czyli wierszy tabeli) i jednoczesnie drugi gracz, zwany Kolumna, wybiera jedng
ze swoich strategii (czyli kolumn tabeli).
= Na przecieciu odpowiedniego wiersza i odpowiedniej kolumny tabeli zapisujemy pare wyptat obu
graczy dla danego profilu strategii, przy czym wyptata Wiersza jest pierwsza w parze.
Zatozenia
= Kazdy z graczy wybiera tylko jedna z dostepnych sobie akcji, nie wiedzac w momencie wybo-
ru, jaka decyzje podjat przeciwnik. To znaczy, ze decyzje przeciwnych stron moga by¢ podejmo-
wane w odstepie czasowym, o ile w miedzyczasie nie przeptynie informacja do jednego gracza
dotyczaca wyboru drugiego.
= Wszystkie elementy gry s3 znane obu graczom, a zatem kazdy wie, ilu jest graczy, jakie decyzje
ma do wyboru zaréwno on sam, jak i jego przeciwnik, oraz wie, jakie s3 wyptaty zaréwno jego,
jak i przeciwnika w kazdej kombinacji decyzji podjetej przez obu graczy.
= Gracze postepuja racjonalnie, tj. daza w sposéb spdjny i logiczny do maksymalizacji swojej wypta-
ty. Co wiecej, zaktadamy, ze racjonalnos¢ graczy i znajomos¢ wszystkich elementdw gry jest wie-
dza powszechnie wiadoma (common knowledge of rationality), tj. Wiersz i Kolumna sa racjonalni
i znaja wszystkie elementy gry.
- Wiersz wie, ze Kolumna jest racjonalna i ze zna wszystkie elementy gry. Kolumna wie, ze
Wiersz jest racjonalny i ze zna wszystkie elementy gry.
- Wiersz wie, ze Kolumna wie, ze Wiersz jest racjonalny i ze zna wszystkie elementy gry,
3 Kolumna wie, ze Wiersz wie, ze Kolumna jest racjonalna i ze zna wszystkie elementy gry.
- Taki ciag mozna kontynuowa¢ w nieskonczonos¢ - i to wtasnie nazywamy wiedza ogdlnie
wiadoma.
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3.3.1. Réwnowaga gry i strategie $cisle dominujace

Pierwsza gra Jako pierwszy przyktad rozwazmy gre pomiedzy dwiema firmami: duzg i uznang

firmg Big oraz matg i nieznang firmg Small. Obie firmy majg do wyboru zaangazowac
sie w projekt (Z) albo nie (NZ). Jezeli Big wybierze strategie Z, to projekt na pewno
zakonczy sie sukcesem, z czego skorzystajg obie firmy, przy czym Small skorzysta
wiecej niz Big, jezeli rowniez wybierze Z, albo mniej, jezeli wybierze NZ. Z kolei jezeli
Big wybierze strategie NZ, woéwczas projekt zakonczy sie niepowodzeniem i bedzie
lepiej dla Small, aby réwniez wybrata NZ. Jezeli obie firmy wybiorg strategie NZ,
Big dodatkowo na tym straci. Obie firmy muszg podjg¢ decyzje niezaleznie od sie-
bie, tj. bez znajomosci decyzji przeciwnika (czyli jednoczesnie). Tabela 3.3 zawiera
wyplaty w grze (zyski firm) w zaleznos$ci od wybranych par strategii.

Tabela 3.3
Wyptaty w grze pomiedzy firma Big i Small (firma Big wybiera wiersz, firma Small - kolumne;
pary liczb oznaczaja zysk kolejno: firmy Big i firmy Small)

7 NZ
7 (100, 200) (200, 100)
NZ (0, -100) (=100, 0)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Poréwnajmy zyski firmy Big w przypadku wybrania jednej z dwoch jej strategii.
Rozwazmy dwa przypadki:
= firma Small wybiera kolumne Z: wéwczas zyski firmy Big wyniosg 100, jesli
wybierze wiersz Z lub 0, jesli wybierze NZ;
= firma Small wybiera kolumne NZ: wéwczas zyski firmy Big wyniosg 200, jesli
wybierze wiersz Z lub —100, jesli wybierze NZ.
W obu przypadkach strategia Z okazuje sie lepsza dla firmy Big. W zargonie teo-
rii gier mowimy, Ze dla Wiersza strategia Z Scisle dominuje strategie NZ.

Strategie
dominujace  tego, jaka strategie wybierze przeciwnik, wyplata rozwazanego gracza jest wieksza

Strategia X Sci$le dominuje strategie Y danego gracza, jezeli niezaleznie od

dla strategii X niz dla strategii Y (jezeli jest zawsze nie mniejsza, a czasem wieksza,
to méwimy, ze X stabo dominuje Y). Jezeli strategia X $ci$le dominuje dowolng inng
strategie Y, méwimy, ze X jest Scisle dominujgca, a Y Scisle zdominowana.

W konsekwencji $cistej dominacji, firma Big powinna wybra¢ Z niezaleznie od
tego, co zrobi przeciwnik. Z kolei firma Small, wiedzac, ze Big wybierze Z, powinna
rowniez wybrac Z (zysk wynosi 200, jezeli wybierze Z, w poréwnaniu do 100 dla NZ).
Zauwazmy réznice: firma Big powinna wybra¢ Z niezaleznie od decyzji konkurenta;
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firma Small powinna wybra¢ Z, jedynie wtedy, gdy firma Big wybierze Z. Firma Small
wybierajgc wiec Z, musi wiedzie¢, ze firma Big zachowa sie racjonalnie.

Profil strategii (Z, Z), ktory wskazaliSmy jako ten, ktéry powinien byc¢ zagrany,
nazywany jest rownowagq tej gry, a strategia Z firmy Big i strategia Z firmy Small
nazywane sg strategiami rownowagi.

Réwnowaga (w strategiach czystych) w grze to jest para (profil) strategii (X, Y), Réwnowaga

gdzie X jest strategia Wiersza, a Y jest strategig Kolumny, taka, ze wybér X daje
Wierszowi najwyzszg wyptate pod warunkiem, ze Kolumna wybierze Y, a wybér Y
daje Kolumnie najwyzszg wyptate pod warunkiem, ze Wiersz wybierze X. Pare (X, Y)
nazywamy rowniez wzajemnie najlepszymi odpowiedziami.

Sprawdzimy teraz, ze profil (Z, Z) jest rOwnowagg. Jezeli firma Big wybierze stra-
tegie Z, to firmie Small nie optaca sie zmieni¢ swojej strategii z Z na NZ, poniewaz
zamiast zysku w wysokosci 200, jej zysk wynidstby wowczas zaledwie 100. Z kolei
jezeli Small wybierze strategie Z, to Big nie optaca sie zmieni¢ swojej strategii Z na NZ
(zamiast 100 zysk bytby zerowy). Zatem rzeczywiscie, profil strategii (Z, Z) jest réw-
nowagg gry, a pare (100, 200) trafnie nazywamy profilem wyptat tej rGwnowagi.

Zauwazmy, ze w rownowadze firma Small otrzymuje wyzszg wyptate niz firma
Big. Zatem Big moze by¢ niezadowolona, Ze firma Small nie wybrata strategii NZ,
poniewaz wowczas to ona, firma Big, mialaby przewage. Teoretycznie Big mogtaby
postapic ztosliwie, tj. poswieci¢ czes¢ swoich zyskéw i wybra¢ strategie NZ, wiedzac,
ze firma Small wybiera w rGwnowadze Z. W takiej sytuacji Big miataby zerowg wypta-
te, ale wysztaby na tym lepiej niz Small, ktéra odniostaby strate w wysokosci 100.
Jednak NZ nie jest strategig rownowagi firmy Big. Istotne jest tutaj zalozenie, ze
wyplaty graczy odzwierciedlajg w peni ich preferencje.

PrzyjeliSmy w omawianym przyktadzie, ze zyski firm bezposrednio przektadajg
sie na wyptaty i np. jednej firmy nie interesuje zysk drugiej firmy. GdybysSmy zatozyli,
ze firma Big troszczy sie rowniez o wzgledng pozycje obu firm (ktéra z nich wypad-
nie lepiej na tle przeciwnika), wéwczas musieliby§my zmodyfikowac tabele wyptat tej
gry, odzwierciedlajgc w wyptatach, ile firma Big sktonna bytaby zaptaci¢ (zredukowac
bezwzgledny zysk), zeby zarobi¢ wiecej od Small (zwiekszy¢ wzgledny zysk). Jeze-
li np. firma Big sktonna bytaby zaptaci¢ 120, zeby mie¢ wyzszy zysk od konkurenta,
woéwczas chetnie zgodzitaby sie na zamiane profilu strategii (Z, Z) na (NZ, Z), gdyz jej
zysk w pierwszym profilu nie rekompensuje jej straty wynikajgcej z gorszego wyniku
niz konkurent. Woéwczas profil (Z, Z) nie bytby juz réwnowagg tej zmodyfikowanej gry.

Przyktad

ktérego Czytelnik moze znac chociazby ze stynnego filmu z 2001 r. ,,A beautiful mind” 1 filmu
Piekny umyst

Pojecie rownowagi jest przypisywane stynnemu matematykowi Johnowi Nashowi,

w rezyserii Rona Howarda, stad mowi sie rowniez rownowaga Nasha. Film polecamy
ze wzgledu na $§wietne przedstawienie trudnego, ale ciekawego zycia Johna Nasha,
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jednak odradzamy czerpania z niego inspiracji na temat teorii gier. W filmie tym jest
przedstawiona nastepujgca ilustracja stynnej koncepcji Nasha.

Nash i jego trzej mescy przyjaciele znajdujg sie w barze. Nagle pojawia sie piec¢
kobiet: blondynka, ktéra na wszystkich mezczyznach robi najwieksze wrazenie, i cztery
brunetki. Kazdy chciatby podejs¢ do blondynki, aby jg poderwac. Nash argumentuje,
ze jezeli wszyscy podejdg do blondynki, to sie nawzajem zablokujg i nikt jej nie zdo-
bedzie. Jezeli nastepnie podejda do jej kolezanek — brunetek — wéwczas one réwniez
dadzg im kosza, zadna przeciez nie bedzie chciata by¢ wybrana w zastepstwie. Jezeli
jednak zamiast do blondynki mezczyzni podejdg kazdy do innej brunetki, wéwczas
nie wejdg sobie w droge i nie obrazg innych dziewczat. Nash konkluduje, ze tylko
woéwczas mezczyzni mogg wyjscé z sytuacji zwyciesko.

Latwo sprawdzic, ze przedstawiona strategia nie jest rownowaga. Jezeli bowiem,
trzech kolegéw Nasha skorzysta z jego rekomendacji i zdecyduje podejs$¢ kazdy do
jednej z czterech brunetek, wowczas Nashowi wcale nie bedzie optacato sie podejs¢
do pozostalej — czwartej — brunetki. Zrobi lepiej, jezeli podejdzie do blondynki. Bedzie
wowczas jedynym, ktéry do niej podejdzie, zatem nie wejdzie nikomu w droge. Takie
rozwigzanie, tj. Nash podchodzi do blondynki, a pozostali podchodzg kazdy do innej
brunetki, jest jedng z rownowag w tej grze. Nie optaca sie bowiem nikomu z mez-
czyzn zmieni¢ swojej decyzji jednostronnie na inng. By¢ moze w filmie Nash liczyt
na to, ze przekona kolegdw, ze nie warto rywalizowac o blondynke. Wowczas miatby jg
wylgcznie dla siebie. Bytoby to przekonujgce wyjasnienie, gdyby nie to, ze po wygto-
szeniu swojego argumentu Nash udaje sie do swojego biurka, aby spisa¢ sw6j pomyst.

Druga gra:
Dylemat  firmy Smart i Smarter konkurujg na rynku smartfonéw. Kazda z firm moze utrzymac
wieinia

Rozwazmy kolejny przyktad gry, tzw. dylemat wieznia'. Teraz przyjmijmy, ze

wysokie ceny albo je obnizy¢. Jesli obie firmy utrzymajg wysokie ceny, uzyskajg zysk
réwny 500 mln USD kazda. Jesli tylko jedna firma (Smart bgdZ Smarter) obnizy cene,
to powiekszy swoéj udziat w rynku i osiggnie zysk 750 mln USD, podczas gdy druga
firma odnotuje zysk zerowy. Jesli obie firmy zdecydujg sie obnizy¢ ceny jednoczesnie,
to zadna z nich nie powiekszy swojego udziatu w rynku, a zysk kazdej zmniejszy sie
do 250 mln USD. Omawiang sytuacje przedstawiono w Tabela 3.4.

1 Gra zostala po raz pierwszy sformutowana przez Merilla Flooda oraz Melvina Dreshera podczas ich
pracy w RAND w 1950 1. Albert W. Tucker sformalizowat te gre jako gre pomiedzy dwoma cztonkami
gangu kryminalnego, ktérzy zostali aresztowani i zamknieci w wiezieniu. Kazdy z nich niezaleznie
dostaje oferte od prokuratora i bez mozliwosci komunikacji z drugim musi wybra¢, czy chce wydaé
kolege (wtedy albo dostaje wyrok dwéch lat wiezienia, jezeli kolega rowniez zdecyduje sie go wydaé
albo — w przeciwnym wypadku — wychodzi na wolnos¢ bez koniecznosci odbycia jakiejkolwiek kary),
czy tez pozostac lojalnym (wtedy albo dostaje wyrok roku, jezeli kolega réwniez jest lojalny wzgle-
dem niego lub trzy lata, jezeli kolega go wyda).
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Tabela 3.4
Wyptaty w grze dylemat wieznia pomiedzy firma Smart i Smarter (Smart wybiera wiersz,
Smarter - kolumne; pary liczb w tabeli oznaczaja zysk kolejno: firmy Smart i firmy Smarter)

pozostawic (P) obnizy¢ (0)
pozostawic (P) (500, 500) (0, 750)
obnizy¢ (0) (750, 0) (250,250)

Zrédto: opracowanie whasne.

Poréwnajmy zyski firmy Smart w przypadku wybrania przez nig strategii O i w przy-
padku wybrania strategii P. Rozwazmy dwa przypadki.
= Smarter wybiera kolumne P: wowczas zyski Smarta wyniosg 750, jesli wybierze

wiersz O, i 500, jesli wybierze P.
= Smarter wybiera kolumne O: woéwczas zyski Smarta wyniosg 250, jesli wybierze

wiersz O, i 0, jesli wybierze P.

W obu przypadkach strategia O okazuje sie lepsza dla firmy Smart niz strategia P.
A zatem podobnie jak we wcze$niejszym przyktadzie w przypadku Wiersza strategia
O $cisle dominuje strategie P.

Odwré¢émy teraz sytuacje i poréwnajmy zyski firmy Smarter w przypadku wybrania
przez nig strategii O i w przypadku wybrania strategii P. Rozwazmy dwa przypadki.
= Smart wybiera wiersz P: wowczas zyski firmy Smarter wyniosg 750, jesli wybie-

rze wiersz O, i 500, jesli wybierze P.
= Smart wybiera wiersz O: wowczas zyski firmy Smarter wyniosg 250, jesli wybie-

rze wiersz O, i 0, jesli wybierze P.

W obu przypadkach strategia O firmy Smarter okazuje sie jednoznacznie lepsza

niz strategia P, a zatem mdéwimy, ze dla firmy Smarter strategia O Sci§le dominu-  w Strate-
. . L. . .. . giach $cisle
je strategie P. Zatem, przy zaloZeniu, Ze obaj gracze bedg starali sie maksymalizo- dominuja-

wac swoje zyski, dochodzimy do wniosku, Ze obaj powinni obnizy¢ cene. Czytelnik  cych
tatwo zweryfikuje, ze profil strategii (O, O) jest rownowagg tej gry. Stosujgc termi-
nologie teorii gier, méwimy, Ze para strategii (O, O) jest rOwnowagg w strategiach
Scisle dominujgcych.

Réwnowaga w strategiach scis§le dominujgcych to rownowaga, w ktorej strategie
réwnowagi obu graczy $ci$le dominujg pozostate ich strategie.

Jednak tatwo zauwazy¢, ze wybor tych strategii prowadzi do gorszej wyplaty
dla obu graczy niz w przypadku, kiedy zaden z graczy nie obnizy swojej ceny. Jest
to przyktad takiej interakcji dwdch stron, ktéry — przy racjonalnym zachowaniu obu
- prowadzi do sytuacji niekorzystnej dla kazdego (nie zyskujg udzialu w rynku, ale
tracg na obnizeniu ceny produktow), tj. istnieje profil strategii, w ktérym obu gra-
czom byltoby lepiej (gdy obaj gracze wybierajg strategie P).
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3.3.2. (zy Teoria Gier zaktada Egoizm?

Ktos méglby zaprotestowac, widzgc wynik omawianej gry i powiedzied, ze teoria
gier zaktada skrajny egoizm graczy, podczas gdy w rzeczywistosci gracze nie myslg
wylgcznie o sobie, ale starajg sie kooperowac, aby wspdlnie uzyskaé profit. Sg dwie
odpowiedzi na taki zarzut.

Po pierwsze, wyplaty w przytoczonym przyktadzie sg pieniezne, a decydent fak-
tycznie w tym przyktadzie je maksymalizuje. Tymczasem ogdlny model dopuszcza
wyplaty niebedgce tozsame z zyskiem, lecz okre$lone w inny sposéb przez preferen-
cje. Te za$ mogg zaleze¢ od innych aspektéw, w tym takze od aspektéw moralnych.
Na przyktad, gdyby gracze umowili sie, ze nie bedg obnizac¢ ceny, to jesli ktorys z nich
obnizy, a drugi nie, wéwczas ten pierwszy moze mie¢ wyrzuty sumienia odzwiercie-
dlone w wyptatach. Preferencje Smarta mogg zaleze¢ nie tylko od wlasnego zysku,
ale réwniez od wielkosci zysku firmy Smarter. Zalezno$¢ moze by¢ ujemna: dla stra-
tegii (O, P) (Smart obniza ceny, a Smarter pozostawia je na niezmienionym poziomie)
Smart moze czu¢ satysfakcje z wysokiego zysku i dodatkowg satysfakcje, ze Smarter
relatywnie duzo stracit w stosunku do Smarta. Moze by¢ tez odwrotnie: Smart moze
czu¢ wyrzuty sumienia (lub, jesli ktos woli, empatie), ze Smarter przez swoje zaufanie
duzo stracit w stosunku do Smarta. Nawet jesli wyptaty graczy bedg oparte na prefe-
rencjach (reprezentowanych przez funkcje uzytecznosci), to fatwo sobie wyobrazi¢, ze
sytuacje strategiczne podobne do tej zaprezentowanej w Tabela 3.4 mogg wystepowac.
Warunkiem jest to, ze Smart i Smarter majg nastepujgcy ranking preferencji (w kolej-
nosci od najbardziej preferowanej sytuacji do najmniej preferowanej: profil 1 > profil
2 oznacza, ze profil 1 jest Scisle preferowany przez danego gracza nad profilem 2):
= ranking Smarta: (O, P)> (P, P) >~ (O, O) > (P, O),
= ranking Smartera: (P, O) > (P, P) - (O, O) - (O, P).

Mozemy zbudowac rézne funkcje uzytecznosci (patrz podrozdziat 2.3.4) gra-
czy, ktore bedg reprezentowac te rankingi. Aby funkcje uzytecznosci firmy Smart,
u,, i Smarter, u, reprezentowaty powyzsze rankingi, muszg by¢ spetnione warunki:

u, (O,P)>u, (P,P)>u, (0,0)>u, (P,0),
u, (P,0)>u(P,P)>u,(0,0)>u,(O,P).

Teoria gier nie zaktada zatem, ze decydentéw interesuje jedynie zysk. Zaktada
jedynie, ze decydenci postepuja zgodnie z wiasnymi preferencjami odzwierciedlony-
mi w wyptatach oraz ze kazdy z decydentow tego samego oczekuje od swojego prze-
ciwnika. Gracze starajg sie doprowadzi¢ do sytuacji, ktéra jest dla nich preferowana.
Dodatkowo gracze wiedzg, Ze ich przeciwnik stara sie doprowadzi¢ do preferowanej
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przez siebie sytuacji. Gracze wiedzg takze, ze ich przeciwnik wie o ich staraniach
itd. W sytuacji opisanej powyzej problem nieefektywnosci rozwigzania (obaj gracze
obnizajg cene i ich zysk wynosi tylko po 250 milionéw, podczas gdy mogtby wynosic¢
po 500 miliondw, gdyby ze sobg kooperowali i nie obnizali cen) wystepuje ze wzgledu
na specyficzny uktad preferencji, w ktérej profile strategii (O, P) i (P, O) sg skrajnie
roéznie oceniane przez decydentow.

Druga odpowiedzig na zarzut, ze teoria gier nie ma odzwierciedlenia w proce-
sach zachodzgcych w rzeczywistych sytuacjach jest to, ze oprocz dylematu wieznia
przedstawionego w Tabela 3.4 istniejg tez inne sytuacje strategiczne dotyczace koor-
dynacji, w ktérych mozliwa jest kooperacja. Aby te sytuacje zilustrowac¢ rozwazmy
kolejny przyktad.

Dwoch pracownikéw, Wojtek (Pan Wiersz) i Krysia (Pani Kolumna), pracuje nad
wspolnym projektem. Kazdy z nich moze albo rzetelnie pracowa¢ nad projektem (P)
albo pozorowac wysitek i tylko udawac, ze pracuje (U). Jesli oboje bedg rzetelnie pra-
cowad, projekt sie powiedzie, co oznacza, zZe obaj otrzymajg premie rowng 3 tys. EUR.
Jesli tylko jeden pracownik bedzie pracowat, a drugi bedzie tylko udawat lub jesli obaj
pracownicy bedg udawac, projekt sie nie powiedzie i obaj nie otrzymajg premii. Sta-
ranno$¢ w pracy przy projekcie wymaga wysitku, stad ten, kto pracuje, ponosi koszt
rownowazny1 tys. EUR (np. gdyby nie pracowat, mogtby wykonywac inne prace przy-
noszgce wynagrodzenie). Sytuacje te przedstawiono jako gre (Tabela 3.5).

Tabela 3.5
Tabela wyptat gry dwéch pracownikéw pracujacych nad wspélnym projektem
Pracowac (P) Udawac (V)
Pracowac (P) 2,2) (-1, 0)
Udawac () (0,-1) (0,0

Zrédto: opracowanie whasne.

Na czym polega w tej sytuacji problem Wojtka? Jesli bedzie pracowal, to ponie-
sie koszt wyceniony na 1 tys. EUR. Jesli Krysia rowniez bedzie pracowata, to Wojtek
otrzyma premie w wysokosci 3 tys. EUR, co razem da zysk w wysokosci 2 tys. EUR.
Jesli natomiast Krysia bedzie udawala, to premii nie bedzie, a Wojtek poniesie koszt
pracy w wysokosci 1 tys. EUR. Jesli z kolei Wojtek bedzie pozorowat prace, to nie
poniesie wysitku zwigzanego z pracg, ale rdGwniez moze by¢ pewny, Ze nie otrzyma
premii. Zauwazmy, ze problem Wojtka nie jest jednoznaczny, jak w przypadku dyle-
matu wieznia rozpatrywanego poprzednio. Zadna ze strategii nie dominuje pozo-
statej. Jesli Krysia pracuje, to Wojtkowi réwniez optaca sie pracowac. Jesli natomiast
Krysia udaje, Wojtkowi réwniez optaca sie udawac.

Trzecia gra:
Gra koordy-
nacyjna
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Réwnowaga
bez strategii  jednostronnie odstapi¢ od swojej strategii. Jesli Krysia pracuje, Wojtkowi réwniez
dominuja-
cych

Rozwazmy profil strategii (P, P). Zauwazmy, ze zadnemu graczowi nie optaca sie

optaca sie pracowaé. Mowimy wowczas, ze strategia P Wojtka jest najlepszg odpo-
wiedzig na strategie P Krysi. I odwrotnie, jesli Wojtek pracuje, Krysi rowniez optaca
sie pracowac. Méwimy, Ze strategia P Krysi jest najlepszg odpowiedzig na strategie P
Wojtka. A zatem profil strategii (P, P) stanowi wzajemnie najlepsze odpowiedzi graczy
i méwimy, Ze jest to rdwnowaga gry. Okazuje sie, Ze teoria gier w tej sytuacji prze-
widuje kooperacje graczy, ktoéra jest dla nich najlepszym mozliwym rozwigzaniem.
Jest to mozliwe dzieki temu, ze wystepuje pewna zbiezno$¢ intereséw obu graczy,
tj. w rankingu preferencji graczy profil (P, P) wystepuje na najwyzszym miejscu dla
obu graczy. Jednak zauwazmy, ze zbieznos$¢ intereséw dwoch pracownikéw nie jest
idealna. Ranking preferencji obu graczy jest nastepujacy:

= ranking Wojtka: (P, P) - (U, P) ~ (U, U) = (P, U),

= ranking Krysi: (P, P) - (P, U)~ (U, U) = (U, P).

Rozwazmy teraz profil strategii (U, U). Jesli Krysia udaje, najlepszg odpowiedzig
Wojtka jest réwniez udawac. I odwrotnie, jesli Wojtek udaje, najlepszg odpowiedzig
Krysi jest takze udawac. A zatem profil (U, U) réwniez jest profilem wzajemnie naj-
lepszych odpowiedzi graczy, a zatem réwniez jest rbwnowagg.

Jak
majdowa¢  Nie mowi jednak, w jaki sposdb szukaé rownowag sposréd wszystkich profili strategii
réwnowage?

Powyzsza analiza stuzy sprawdzeniu, czy dany profil strategii jest rownowaga.

w grze, chyba ze chcieliby$my sprawdzac kazdy profil strategii oddzielnie, co bytoby
czasochtonne, szczegélnie dla gier z wiekszg liczbg strategii graczy. Istnieje jednak
prosta procedura znajdowania rownowagi w grach. Polega ona na tym, ze identyfiku-
je sie najlepsze odpowiedzi jednego gracza na konkretne strategie drugiego gracza.
I tak najlepszg odpowiedzig Wiersza na strategie P Kolumny jest P, a na strategie U
Kolumny jest U. Fakt ten jest reprezentowany poprzez podkreslenie odpowiedniej
liczby oznaczajgcej wyptate Wiersza w odpowiedniej kolumnie. Z kolei najlepsza
odpowiedzig Kolumny na strategie P Wiersza jest P, a na strategie U Wiersza jest
U. Fakt ten jest reprezentowany poprzez podkreslenie odpowiedniej liczby oznacza-
jacej wyptate Kolumny w odpowiednim wierszu. Zauwazmy, ze profile strategii (P, P)
oraz (U, U) zgadzaja sie w tym sensie, ze na przyktad P jest najlepszg odpowiedzig
Wiersza na strategie P Kolumny i odwrotnie P jest najlepszg odpowiedzig Kolumny
na strategie P Wiersza. Jest to pokazane w Tabela 3.5, w ktorej wyplaty profilu stra-
tegii (P, P) oraz (U, U) sg obie podkreslone, co oznacza, ze sg dla siebie wzajemnie
najlepszymi odpowiedziami. Sg to zatem rownowagi. Profile (P, U) oraz (U, P) nie
sg rownowagami, poniewaz nie sg najlepszymi odpowiedziami na siebie nawzajem.
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3.3.3. Problem Selekcji jednej z wielu réwnowag?

Réwnowagi majg te wlasnos¢, ze sg stabilne, tj. jezeli obaj gracze grajg strategie
danej rownowagi, to zadnemu nie optaca sie od niej jednostronnie odstgpic. Zatem
moéwigc kolokwialnie, jesli juz jesteSmy w rownowadze, to nie istnieje presja na zad-
nego gracza z osobna, aby od takiej strategii odstgpic. Jednak w sytuacji, gdy w grze
jest wiele rownowag, z uwagi na fakt, ze decyzje kazdego z graczy sg niezalezne od
siebie i dany gracz nie zna decyzji drugiego przy podejmowaniu wtasnej, moze dojs¢
do sytuacji, w ktérej jeden z graczy wybierze strategie jednej rownowagi, a drugi gracz
- strategie drugiej rownowagi i w efekcie zadna z nich nie zostanie osiggnieta. Na
przyktad w grze przedstawionej w Tabela 3.5 Wiersz moze grac strategie P, ktora jest
jego strategig w rownowadze (P, P), a Kolumna moze grac strategie U, ktora jest jej
strategig w rownowadze (U, U). Jednak profil rzeczywiscie zagranych strategii (P, U)
nie jest rownowagg i kazdemu z graczy optacatoby sie ex post jednostronnie zmieni¢
swoja decyzje, aby doprowadzi¢ do rownowagi.

Jesli moze istnie¢ wiecej niz jedna réwnowaga, powstaje pytanie, czy ktéras
z réwnowag rzeczywiscie bedzie realizowana, a jesli tak — to ktéra. Dodatkowo chcie-
libysmy wiedzie¢, na jakiej zasadzie odbywac sie ma selekcja rGwnowagi? Niestety
nie istnieje jednoznaczny sposéb odpowiedzi na to pytanie. Jego istotg jest bowiem
koniecznos¢ wyboru ze zbioru wariantow przy dwoch kryteriach oceny, ktore repre-
zentujg uzytecznosci obu graczy (wybor wielokryterialny). W teorii decyzji wielo-
kryterialnych, przy naturalnych tu zalozeniach, selekcja jednej z wielu réwnowag
moze by¢ wynikiem procesu decyzyjnego, jesli wprowadzimy odpowiednio sposob
poréwnywania par uzytecznosci. Jest wiele takich sposobow rekomendowanych przez
mniej lub bardziej intuicyjne interpretacje. Podej$cia najbardziej znane w kontekscie
teorii gier omowimy ponizej.

Jedno z podejs¢ wykorzystuje kryterium oparte na efektywnosci. ROwnowaga
jako profil strategii, ktore sg najlepszymi odpowiedziami na siebie nawzajem, repre-
zentuje rodzaj indywidualnej racjonalnosci graczy. Jezeli wystepuje wiecej niz jedna
réwnowaga, tak jak profile (U, U) i (P, P) w grze koordynacyjnej przedstawionej w Tabe-
la 3.5, potrzebne jest dodatkowe kryterium wyboru miedzy nimi. Z punktu widzenia
kolektywnej racjonalnosci (tj. obu graczy jako jednego podmiotu) naturalnym kryte-
rium, czy dana rownowaga jest lepsza, czy gorsza, jest tzw. dominacja w sensie Pareto.

Dominacja
filu wyptata jednego z graczy jest wyzsza niz w drugim profilu, a zarazem wyptata Pareto

Jeden profil strategii graczy dominuje drugi w sensie Pareto, jezeli w jednym pro-
drugiego gracza nie jest nizsza.

Rownowaga (U, U) charakteryzuje sie profilem wyptat (0, 0), natomiast réwno-
waga (P, P) charakteryzuje sie profilem wyplat (2, 2). A zatem (P, P) dominuje (U, U)
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w sensie Pareto. Dominacja w sensie Pareto pomaga oceni¢, ktéra rownowaga jest
jednoznacznie lepsza od drugiej. Czasem jednak w sytuacji, kiedy istnieje wiele réw-
nowag, nie da sie wskazac tej jednoznacznie lepszej. Na przyktad profil wyptat w jed-
nej rownowadze moze wynosi¢ (2, 1), podczas, gdy w drugiej wynosi (1, 2); nie da
sie wskaza¢ dominacji w sensie Pareto, poniewaz jeden profil jest lepszy dla jednego
gracza, a drugi dla drugiego. Dominacja Pareto jest sposobem poréwnywania réznych
profilow wyptat graczy wedtug kryterium efektywnosci, ktére wykracza poza party-
kularne interesy obu graczy. Zgodnie z tym kryterium mozna poréwnac jedynie te
profile wyptat, ktdre sg jednoznacznie lepsze lub gorsze od innych.

Focal points Drugie podejscie stuzgce do wyboru jednej z wielu rownowag zachodzgcych w grze

to koncepcja tzw. punktéw ogniskowych (focal points) autorstwa Thomasa Shellinga.
Sg to sposoby tzw. milczgcej koordynacji (tacit collusion) swoich dziatan w przypad-
ku braku rzeczywistej koordynacji (gracze wybierajg swoje strategie niezaleznie od
siebie, tj. bez mozliwos$ci porozumiewania sie ani umawiania sie na okre§lone zagra-
nie). Taka milczgca koordynacja moze opierac sie na zwyczaju, tradycji lub na tym, ze
jedna strategia wydaje sie bardziej naturalna/prostsza lub bardziej rzuca sie w oczy
niz inne. Na przyktad idac chodnikiem, rzadko sie zderzamy z innymi przechodniami,
poniewaz intuicyjnie czujemy, ze lepiej zrobimy, odsuwajgc sie na prawo niz na lewo,
przenoszac tym samym reguly ruchu pojazdéw na zachowania pieszych, mimo Ze nie
ma w tym drugim zakresie analogicznych regulacji prawnych. Innym przyktadem jest
sytuacja, kiedy pare oséb umdwito sie na spotkanie w Warszawie 20 czerwca 2020r.,
ale nie sprecyzowato doktadnie miejsca i czasu. Mimo iz teoretycznie kazda godzina
tego dnia i miejsce w Warszawie moglyby by¢ rownowagg tej gry, to prawdopodobnie
strategia polegajgca na pojawieniu sie ,w punkcie informacyjnym na Dworcu Cen-
tralnym doktadnie w potudnie” miataby wieksze szanse powodzenia (czyli spotkania
pozostatych oséb) niz pojawienie sie ,na ulicy Plasy 47 o godzinie 3.12 nad ranem”.
Jeszcze inny przyktad cichej koordynacji dotyczy udzielenia pierwszenstwa przej-
Scia wgskim chodnikiem osobom starszych lub kobietom, co wynika z norm kultu-
rowych. W grze dotyczgcej wspolnego projektu (Tabela 3.5) punktem ogniskowym
jest zapewne, aby kazdy pracownik pracowat — profil (P, P) — ktory zapewnia wyzszg
wyplate kazdemu z nich.

requta

minimaksu  réwniez wskazowka, jaka rownowaga i czy w ogdle rownowaga zajdzie w rzeczywi-
ialu

Jeszcze innym sposobem poréwnywania réznych réwnowag, ktéry jest zarazem

stosci, jest podejscie zwane regutg Savage’a lub regutg minimalizacji maksymalne-
go zalu (minimax zalu) albo minimalizacji kosztu utraconej mozliwosci, ktére juz
wprowadzono w rozdziale 2 w kontekscie decyzji w warunkach niepewnosci. Tu
zastosujemy je dla dwoch graczy, gdy kazdy traktuje drugiego jak nature, ktéra moze
wybra¢ dowolny ze stanéw (dowolng z decyzji). Takie podejscie jest uzasadnione,
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jezeli nic nie wiemy na temat swojego przeciwnika, a w szczegdlnosci nie wiemy,
czy jest racjonalny. W Tabela 3.6 przedstawiono wartosci zalu dla wyptat Wiersza
przy zatozeniu, ze strategia Kolumny jest niepewna. Strategia P Wiersza jest strate-
gig minimaksu zalu. Podobnie strategig minimaksu zalu dla Kolumny jest strategia P
(Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 3.7). Zatem (P, P) to profil, ktory sktada sie ze strategii minimaksu zalu dla
kazdego gracza. Jest to zarazem jedna ze znalezionych wczesniej rownowag. Podob-
nie jak w przypadku dominacji Pareto réwnowaga (P, P) dominuje drugg réwnowa-
ge (U, U) réwniez na podstawie reguty minimaksu zalu.

Tabela 3.6
Wartosci zalu Wiersza w grze dwéch pracownikéw pracujacych nad wspélnym projektem
Pracowac (P) Udawac (V) Max zalu
Pracowac (P) 0 1 1
Udawac (V) 2 0 2

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 3.7
Wartosci zalu Kolumny w grze dwdch pracownikéw pracujacych nad wspélnym projektem
Pracowac (P) Udawac (V)
Pracowac (P) 0 2
Udawac (V) 1 0
Max zalu 1 2

Zrédto: opracowanie wiasne.

Nalezy zaznaczy¢, ze sg sytuacje, w ktorych strategie minimaksu zalu nie pozwa-
lajg na wskazanie lepszej z paru rownowag oraz sytuacje, w ktorych strategie mini-
maksu zalu mogg wskazywac strategie niebedgce rownowagami. Reguta minimaksu
zalu ma na celu wskazanie najmniej ryzykownej strategii gracza w sytuacji, kiedy
drugi gracz jest zupelnie nieprzewidywalny.

Omowione sposoby wyznaczania lepszej sposrod wielu mozliwych rownowag
nie wyczerpujg wszystkich mozliwosci. Pozostaje takze wazne pytanie, czy w kazdej
grze musi istnie¢ rownowaga. W dalszej czesci pokazemy, Ze istniejg gry, w ktérych
nie istniejg takie réwnowagi, jakich dotychczas szukaliSmy. Wprowadzimy nowg
koncepcje — tzw. rownowagi w strategiach mieszanych. Intuicyjnie réwnowaga taka
polega na dopuszczeniu losowosci w wyborze swojej strategii. A zatem graczowi
moze sie optacac grac¢ dang strategie jedynie z okreslonym prawdopodobienistwem.
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3.3.4. Réwnowaga w strategiach mieszanych

Rozwazymy teraz dwa przypadki, kiedy graczowi moze sie optaca¢ wprowadze-
nie losowosci. Z przypadkiem pierwszym mamy do czynienia w grach, w ktérych nie
istnieje rownowaga typu dotychczas rozwazanego (bedziemy jg nazywali rownowagq
w strategiach czystych, co ma oznaczac, ze strategie w tej rownowadze sg determi-
nistyczne, tj. dla kazdego z graczy jest przewidziana doktadnie jedna jego strategia,
ktérg powinien wybrac). Jest to na przyktad znana gra ,,papier—nozyczki—kamien”.
Kazdy z graczy ma trzy strategie wymienione w nazwie, przy czym papier wygry-
wa z kamieniem, kamieri wygrywa z nozyczkami, a nozyczki wygrywajg z papierem.
Ktokolwiek grat w te gre wie, ze nie istnieje taka para strategii, ktora jest stabilna.
Dla jakiejkolwiek strategii (czy to papier, nozyczki, czy kamien) istnieje taka strate-
gia przeciwnika, ktdra te strategie pokonuje. A zatem optaca sie by¢ nieprzewidy-
walnym, tj. gra¢ tak, zeby przeciwnik nie mégl mnie zawsze pokona¢. Na przyktad
moge rzucac kostka i wybra¢ papier, jezeli wypadnie jedno lub dwa oczka, wybra¢
nozyczki, jezeli wypadng trzy lub cztery oczka, i wybra¢ kamien, jezeli wypadnie
piec¢ badz szesc¢ oczek. Jezeli obaj gracze bedg stosowac takg strategie niezaleznie od
siebie, to bedzie to wlasnie réwnowaga w strategiach mieszanych. Wowczas zadne-
mu z graczy nie bedzie optacalo sie jednostronnie zmieni¢ swojej strategii. Chodzi
tutaj o nieostre poréwnanie, tj. nie ma niczego lepszego, ale moze by¢ réwnie dobrze
—w tym przyktadzie wszystkie mozliwe strategie sg rownie dobre.

Drugim przypadkiem, w ktérym zastosowanie majg réwnowagi w strategiach
mieszanych, to sytuacja, w ktorej istnieje wiele rownowag w strategiach czystych,
na przyktad w grze przedstawionej w Tabela 3.5. Poniewaz nie wiemy, ktéra réwno-
waga zajdzie w rzeczywistosci, i nie mamy mozliwosci skoordynowania sie z prze-
ciwnikiem (zat6zmy réwniez, ze graczy nie przekonuje dostatecznie argument
efektywnosci Pareto, ktory nakazuje wybrac¢ rownowage (P, P) — w koricu wybor stra-
tegii P jest bardziej ryzykowny niz wybér strategii U), moge réwnie dobrze dopuscic¢
losowos¢ i zagrac P z jakim$ prawdopodobienistwem (a U w przeciwnym wypadku).
Jezeli moj przeciwnik réwniez zagra w podobny sposéb?, to bedziemy mieli do czy-
nienia z rbwnowagg w strategiach mieszanych, ktorej strategie, jak w kazdej réwno-
wadze, sg najlepszymi odpowiedziami na siebie nawzajem.

Dalej oméwimy ten nowy rodzaj rownowagi, poczynajac od przypadku, kiedy
istnieje wiele réwnowag w strategiach czystych, tj. tak jak w grze przedstawionej

2 Oczywiscie pozostaje wyznaczy¢ optymalne prawdopodobienistwa wyboru okreslonych strategii dla
obu graczy.
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w Tabela 3.5. Nastepnie zajmiemy sie grami, w ktorych nie istniejg w ogble rowno-
wagi w strategiach czystych.

Kontynuujemy rozwazania w ramach przyktadu dotyczgcego Pana Wojtka i Pani
Krysi. Dotychczas rozpatrywaliSmy strategie czyste: dany gracz wybiera jedng ze
swoich strategii P albo U.

Strategie mieszane to strategie losowe, w ktérych gracz decyduje sie, zeby to los
zadecydowat za niego, a gracz ustala prawdopodobienstwo p wyboru strategii P
(i zarazem prawdopodobienstwo 1 — p wyboru strategii U).

Réwnowaga w strategiach mieszanych to taka réwnowaga, w ktorej strategie
obu graczy sg mieszane®.

W analizowanej grze mamy dwie réwnowagi w strategiach czystych: (P,P) i (U, U).
W takiej sytuacji mamy pewnos¢, ze istnieje rowniez rownowaga w strategiach mie-
szanych. Jak jg znaleZ¢? Zat6zmy, ze Pan Wojtek (Wiersz) z prawdopodobienistwem g
wybiera strategie P i z prawdopodobienstwem 1 - g wybiera strategie U. Z kolei pani
Krysia (Kolumna) z prawdopodobieristwem p wybiera strategie P i z prawdopodobien-
stwem 1 - p wybiera strategie U. Oczekiwana wyptata Wojtka, kiedy Krysia stosuje
swojg (jakas$ — jeszcze jej nie znamy) strategie mieszang, a Wojtek wybiera P, wynosi
px2+(1 - p)x(-1). Z kolei oczekiwana wyptata Wojtka, kiedy Krysia stosuje swoja
strategie mieszang, a Wojtek wybiera U, wynosi px 0+ (1 - p) x 0. Jesli ktoras z tych
oczekiwanych wyptat byta wieksza niz ta druga, to Wojtkowi optacatoby sie wybraé
jedna ze swoich strategii:
= jezeli px2+(1 - p)x(-1)>px0+(1 - p)x0, to Wojtek powinien wybrac P,
= jezeli px2+(1 - p)x(-1)<px0+(1 - p)x0, to Wojtek powinien wybra¢ U.

Poniewaz szukamy rownowagi w strategiach mieszanych (te w strategiach czy-
stych juz wyznaczyli$my), to znaczy, ze zadna ze strategii Wojtka nie moze by¢ jedno-
znacznie lepsza od drugiej, poniewaz woéwczas Wojtek zagralby te strategie na pewno,
czyli otrzymalibySmy strategie czystg, a nie mieszang. Stagd wnioskujemy, Ze obie
oczekiwane wyptaty podane powyzej muszg by¢ réwne w réwnowadze. Otrzymu-
jemy zatem réwnanie, ktére rozwigzujemy, aby uzyska¢ wartos¢ p w rownowadze:

px2+(1 - p)x(-1)=px0+(1 - p)x0 = p:%.

Interpretacja jest nastepujgca: Krysia stosuje strategie mieszang %P +§U (z praw-
dopodobienstwem % gra strategie P, a z prawdopodobienistwem % gra strategie U),
przy ktorej Wojtkowi jest wszystko jedno, czy wybierze strategie P, czy U (oczekiwa-

3 W definicji rownowagi w podrozdziale 3.2.1.
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na wyptata obu w obu strategiach jest taka sama). Podobnie mozemy przeanalizowac
problem z drugiej strony. Zalézmy, ze Wojtek stosuje strategie mieszang qP+ (1 - q)U
. Wowczas oczekiwana wyplata Krysi wynosi gx2+(1 - q)x(-1), jezeli zagra strate-

gie P, lub q><0+(1 - q)><0, jezeli zagra strategie U. Jezeli jedna z tych wyptat bytaby

wyzsza niz druga, wéwczas Krysi optacatoby sie wybrac jedng ze strategii czystych.
Poniewaz szukamy rownowagi w strategiach mieszanych, Krysi musi by¢ wszystko
jedno, ktorg ze swoich strategii wybrac, a zatem te dwie powyzsze oczekiwane wypta-
ty muszg by¢ sobie réwne:

1

3

Wojtek stosuje zatem strategie mieszang 1 P+ 2 U, przy ktérej Krysi jest wszyst-

gx2+(1 - g)x(-1)=gx0+(1 - q)x0 = q=

ko jedno, czy wybierze strategie P, czy U.

£

ZnalezliSmy zatem réwnowage w strategiach mieszanych, ktéra wynosi

1 2

P+§ U, g P+g Uj (oboje gracze stosujg strategie mieszanq% P+§ U). Zwery-

fikujmy, czy ten profil jest rzeczywiscie profilem najlepszych odpowiedzi graczy

na strategie przeciwnika. Tabela 3.8 zawiera jeszcze raz wyplaty graczy w analizo-
wanej grze, przy czym tym razem dodali$my dodatkowy wiersz i kolumne, oznacza-
jace strategie mieszane, kolejno Wojtka i Krysi.

Tabela 3.8
Tabela wyptat gry dwéch pracownikéw pracujacych nad wspdlnym projektem
z uwzglednieniem strategii mieszanych

p ! T2y

p @2 (1.0 03]

u (0,-1) (©,0) (—' 3 )
e G (e o

Zrédto: opracowanie wiasne.
Nowe profile wyplat sg oczekiwanymi wyptatami graczy wynikajgcymi z odpo-
wiedniej kombinacji strategii czystych i mieszanych, na przyktad profil wyptat (O, % )

w trzeciej kolumnie pierwszego wiersza oznacza, ze jezeli Wojtek stosuje strategie
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P, a Krysia stosuje strategie mieszang % P+ 2 U, to oczekiwana wyptata Wojtka wyno-
si 0, a oczekiwana wyptata Krysi wynosi % Zauwazmy, ze na podstawie nowej tabe-

li mozemy zweryfikowac, ze oprocz dwéch réwnowag w strategiach czystych

znalezionych poprzednio (P, P) oraz (U, U), profil strategii mieszanych (l P+§ U,

% P+§ Uj réwniez jest rownowaga®.

Mozemy sformutowaé teraz wazng zasade dotyczgcg gier statycznych, gdzie
gracze wybierajg jednoczes$nie i niezaleznie od siebie swojg strategie. Jezeli istnieje
doktadnie jedna rownowaga w strategiach czystych, tak jak ma to miejsce w grach
zaprezentowanych w tabelach Tabela 3.3 i Tabela 3.4, wowczas nie istnieje juz row-
nowaga w strategiach mieszanych. Jezeli istniejg dwie (lub wiecej) rownowagi w stra-
tegiach czystych, to na pewno istnieje takze rownowaga w strategiach mieszanych.
Taka sytuacja ma miejsce w grze z Tabela 3.5.

Istniejg jeszcze gry, w ktérych w ogble nie ma réwnowagi w strategiach czystych.
Woéwczas mozemy by¢ jednak pewni, ze bedzie istniata rGwnowaga w strategiach
mieszanych. Taka sytuacja ma miejsce, gdy najlepszg strategig jest bycie nieprzewi-
dywalnym, tj. kiedy chodzi o to, aby przeciwnik sie nie domyslit, ktérej konkretnie
strategii uzyjemy. Zanim przedstawimy przyktad takiej gry, sformutujmy teraz wazne
stwierdzenie, ktérego autorem jest John Nash.

Istnienie rownowagi: Kazda gra statyczna, w ktorej gracze wybierajg jednocze-
$nie i niezaleznie od siebie jedng z n dostepnych dla siebie strategii, ma przynajmniej
jedng rownowage: jesli nie w strategiach czystych, to w strategiach mieszanych. Réw-
nowag moze by¢ wiecej niz jedna.

czwarta gra
czystych. Wyobrazmy sobie pracownika, ktéry przychodzi o pracy i ma do wyboru - pracownik
kontra szef

Przejdzmy teraz do przyktadu gry, w ktérej nie istnieje rownowaga w strategiach

przejscie lewym badZ prawym korytarzem. Pracownik bardzo nie chce spotka¢ swo-
jego szefa, ktory chce mu zleci¢ dodatkowg prace do wykonania. Z kolei szef ma do
wyboru zaczaic sie w prawym lub lewym korytarzu tak, aby ztapa¢ pracownika. Zale-
Zy mu na tym, aby spotka¢ pracownika i zada¢ mu dodatkowg prace. Zatézmy, Ze ja
jako pracownik zdecydowatem sie p6j$¢ prawym korytarzem. Moja wyptata zalezy

4 W tabeli 3.6 jest reprezentowane poprzez podkreslenie obu wyptat na przecieciu ostatniej kolumny
i wiersza.
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od decyzji mojego szefa: jesli on zdecyduje sie zaczai¢ w lewym korytarzu, wéwczas
unikne dodatkowej pracy, jesli zas bedzie czekat w prawym korytarzu, bede zmuszo-
ny wykona¢ dodatkowg prace. Niech pracownik otrzymuje wyptate +1, jesli nie spo-
tka szefa i —1, jesli spotka szefa. Wyptlaty szefa sg doktadnie odwrotne w stosunku
do wyptat pracownika, tj. otrzymuje wyptate -1, kiedy nie spotka pracownika i +1,
jezeli go spotka. W Tabela 3.9 przedstawiono opisang gre.

Tabela 3.9
Tabela wyptat gry szef-pracownik (pracownik wybiera jedna z dwaéch strategii - dwa wiersze,
i jednoczesnie szef wybiera jedng z dwdch strategii - dwie kolumny)

Lewy (L) Prawy (P)
Lewy (L) ()] a,-1
Prawy (P) @ -m 1,71

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zauwazmy, ze w tej grze najlepszg odpowiedzig szefa na strategie pracownika
jest wybra¢ ten sam korytarz co pracownik. Jednoczesnie najlepszg odpowiedzig pra-
cownika jest wybrac¢ inng strategie niz szef. Ilustrujg to podkreslenia odpowiednich
wyptat w Tabela 3.9. Poniewaz nie istnieje profil strategii, ktory sktada sie ze stra-
tegii bedgcych najlepszymi odpowiedziami na siebie nawzajem, nie istnieje rowniez
rownowaga w strategiach czystych. W takim razie trudno wskaza¢ konkretny pro-
fil, ktéry powinien by¢ grany. Rozwigzaniem jest dopuszczenie zachowania losowe-
go, czyli trzeba szuka¢ rownowagi w strategiach mieszanych. Intuicyjnie, w tej grze
optaca sie by¢ jak najbardziej nieprzewidywalnym dla przeciwnika. Na przyktad pra-
cownik bedzie najbardziej nieprzewidywalny dla szefa, kiedy bedzie wybieral swojg
strategie losowo: moze rzuca¢ monetg i gdy wypadnie reszka, powinien p6j$¢ lewym
korytarzem, a jesli wypadnie orzel, powinien wybra¢ prawy korytarz. To samo tyczy
sie szefa. On réwniez powinien by¢ nieprzewidywalny dla pracownika: moze réw-
niez rzuca¢ monetg i wybrac lewy korytarz, jesli wypadnie reszka, a prawy korytarz,
jezeli wypadnie orzet. Co statoby sie, gdyby przypusémy pracownik stosowat strate-
gie ,mniej losowg”: wybieralby lewy korytarz $§rednio 6 na 10 razy (g =0,6). Wowczas
oczekiwana wypltata szefa wynositaby:

= 0,6x1+0,4x(-1)=0,2, jezeli wybierze strategie L,
= 0,6x(-1)+0,4x1=-0,2, jezeli wybierze strategie P.

Szef zatem powinien woéwczas wybrac strategie L: jego oczekiwana wyptata
wynositaby 0,2, podczas gdy oczekiwana wyptata pracownika w tym uktadzie wyno-
sitaby -0,2. A zatem szef miatby przewage nad pracownikiem. Srednio w 60% przy-
padkéw spotkaliby sie w lewym korytarzu, a tylko w 40% przypadkéw szef czyhaltby
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na pracownika w lewym korytarzu, podczas gdy pracownik poszedtby prawym kory-
tarzem. Optymalng strategig zaréwno szefa, jak i pracownika jest w tym przypadku
strategia % L+E P. A zatem jedyng rownowagg jest rownowaga w strategiach mie-

szanych (% L +% P, % L +% P). Wowczas $rednio 1 na 4 razy zachodzi¢ bedzie kazdy

z czterech profilow strategii: (L, L), (P, P), (L, P), (P, L). W pierwszych dwdch z tych
czterech profiléw zadowolony bedzie szef, a w nastepnych dwdch profilach zadowo-
lony bedzie pracownik. Zaden z graczy nie moze zapewni¢ sobie przewagi nad dru-
gim — oczekiwana wyptata szefa i pracownika w réwnowadze wynosi 0.

3.4. Statyczne gry dwuosobowe - gry $cisle konkurencyjne

Gra szefa i pracownika przedstawiona w Tabela 3.9 jest szczegdlnym przyktadem
gier, w ktérych wystepuje skrajny konflikt intereséw. To, co jest dobre dla jednego
gracza, jest zarazem zte dla drugiego gracza. Gry takie nazywane sg grami scisle kon-
kurencyjnymi, poniewaz wygra¢ mozna tylko kosztem drugiego — jest to zaprzeczenie
czesto spotykanego w biznesie okreslenia sytuacji typu win-win.

Gry $cisle konkurencyjne to takie, w ktorych jezeli jeden gracz woli jeden profil
strategii od drugiego, to drugi gracz woli ten drugi od pierwszego’.

W dalszej czesci rozdziatu bedziemy analizowac takie gry, poniewaz bedziemy
mogli uzyskac ciekawe rezultaty przy zastosowaniu prostych metod dzieki temu, ze
gry te maja dogodng matematyczna strukture i whasciwosci. Najpierw opiszemy wta-
snosci gier $cisle konkurencyjnych i wyjasnimy, ze ich zastosowanie jest szersze, niz
by sie moglto wydawac na podstawie nazwy — powiemy o tym, jak wyznacza¢ poziomy
bezpieczenstwa, tj. wyptaty graczy, ktére mogg sobie zagwarantowac w grze, stosujgc
bezpieczng strategie. Nastepnie powiemy o tym, jak w grach $cisle konkurencyjnych
mozna alternatywnie wyznacza¢ réwnowage.

3.4.1. Wiasnosci i zastosowanie gier scisle konkurencyjnych

Aby analizowa¢ gry Scisle konkurencyjne, wystarczy uproszczony zapis tabe-
li wyptat gry, w ktérym sg podane jedynie wyplaty Wiersza. Wiersz stara sie zmak-
symalizowac swoje wyplaty, wybierajgc odpowiedni wiersz, a Kolumna jednoczesnie

5 Zauwazmy, ze korzystajgc z definicji dominacji Pareto, alternatywnie mozemy powiedzie¢, ze gry
scisle konkurencyjne to takie, w ktorych kazdy profil strategii graczy jest efektywny w sensie Pareto
(tj. nie jest zdominowany w sensie Pareto przez zaden inny profil strategii).

gra scisle
konkuren-
cyjna

08/02/2021 11:45



Gry o sumie
zerowej

092_03.indd 92

92 Rozdziat 3

stara sie wyplaty Wiersza zminimalizowa¢, wybierajgc odpowiednig kolumne. W Tabe-
la 3.10 przedstawiono gre szefa i pracownika z uproszczonym zapisem.

Tabela 3.10

Tabela wyptat gry szef-pracownik (pracownik wybiera jedna z dwaéch strategii - dwa wiersze,
i jednoczesnie szef wybiera jedng z dwdch strategii - dwie kolumny; liczby w tabeli oznaczaja
wyptaty Wiersza)

Lewy (L) Prawy (P)
Lewy (L) -1 1
Prawy (P) 1 -1

Zrédto: opracowanie wiasne.

Gry $cisle konkurencyjne sg szczeg6lnym przypadkiem gier dwuosobowych
w postaci ogélnej, ktore analizowaliS§my do tej pory, a zatem wszystko, co dotychczas
zostato powiedziane, stosuje sie rowniez do gier $cisle konkurencyjnych. Jednakze
gry takie mozna analizowaé¢ w spos6b odmienny — tatwiejszy — niz gry bez $cistego
konfliktu intereséw, poniewaz majg dogodng strukture matematyczng. Podobnie
jak w przypadku dwuosobowych gier ogétem, w grach $cisle konkurencyjnych réw-
niez wystepuje dwoch graczy: Wiersz i Kolumna. Gre przedstawia¢ bedziemy takze
w postaci tabeli. Jeden gracz — Wiersz — wybiera jedng ze swoich strategii, czyli jeden
z wierszy w tabeli gry i jednocze$nie drugi gracz — Kolumna — wybiera jedng ze swo-
ich strategii, czyli jedng z kolumn w tabeli gry.

Dla gier $cisle konkurencyjnych specyficzna jest struktura wyptat. Jesli Wiersz
wybrat wiersz numer i, a Kolumna wybrata kolumne numer j, to wyptata Wiersza
wynosi u

natomiast wyptata Kolumny wynosi C- Bu,, gdzie C i B to dodatnie licz-

ij> i
by. Zauwazmy, ze wyplaty graczy zalezg od profilu strategii graczy, tj. wyboru Wier-
sza oraz wyboru Kolumny.

Na przyktad w grze przedstawionej w Tabela 3.10, jesli Wiersz (pracownik) wybie-
rze strategie lewy, a Kolumna (szef) wybierze strategie prawy, to wyptata Wiersza
wynosi +1 a wyptata Kolumny wynosi 0 - 1=-1. W tym przypadku wartos¢ C wynosi
0, a warto$¢ Bwynosi 1. Gry takie nazywane sg grami o sumie zerowej®.

Gry o sumie zerowej (zero-sum games) to gry $cisle konkurencyjne, w ktérych
w kazdej komoérce wyptata jednego gracza jest rowna minus wyptacie drugiego gra-
cza i dlatego sumujg sie do zera. Stad w postaci uproszczonej zapisywane sg tylko

wyplaty Wiersza.

6 Z kolei jezeli B=1, a C jest niezerowe, to mamy do czynienia z tzw. grami o statej sumie wyptat (con-
stant-sum games). W kazdej komorce wyptaty obu graczy sumujq sie do wartosci C.
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Celsjusz i Fahrenheit, czyli jak mierzy¢ wyptaty/uiytecznos¢ graczy?

Zatézmy, ze w niedziele temperatura wynosita 20°C, w poniedziatek 10°C, a we wtorek 5°C.
Czy powiemy, ze w niedziele byto dwa razy ,wiecej temperatury” niz w poniedziatek i cztery razy
wiecej niz we wtorek? Albo czy powiemy, ze spadek temperatury z niedzieli na poniedziatek byt
dwukrotnie wiekszy niz z poniedziatku na wtorek? A czy odpowiedZ na te pytania bytaby inna,
gdyby mierzy¢ temperature amerykanskim termometrem zamiast polskiego? W niedziele taki ter-
mometr wskazywat 68°F, w poniedziatek 50°F, a we wtorek 41°F. Czy w niedziele jest nadal dwa
razy ,wiecej temperatury” niz w poniedziatek? A czy spadek temperatury z niedzieli na poniedzia-
tek byt dwukrotnie wiekszy niz z poniedziatku na wtorek? Z temperaturg mierzong wedtug skali
Celsjusza i Fahrenheita jest tak samo, jak z uzytecznoscia/wyptata gracza w grze. Jest to tzw. skala
interwatowa, tj. w takiej skali sensownie mozna poréwnywac tylko dwie réznice/przedziaty war-
tosci. Spadek temperatury z niedzieli na poniedziatek jest dwukrotnie wiekszy niz spadek z ponie-
dziatku na wtorek niezaleznie, czy temperatura mierzona jest w stopniach Celsjusza, czy w stopniach
Fahrenheita. Transformacja pomiedzy dwiema skalami mierzacymi to samo jest wowczas scisle
rosnaca transformacja afinicznga, tj. taka w ktorej w celu otrzymania wartosci wedtug jednej skali
nalezy przemnozy¢ warto$¢ wedtug drugiej skali przez jedna stata i nastepnie dodac¢ druga stata,
przy czym ta pierwsza musi by¢ dodatnia. Na przyktad wzér F =32+1,8x C zamienia stopnie Cel-
sjusza na stopnie Fahrenheita. W skali przedziatowej mozna dowolnie wybra¢ zero oraz jednostke
pomiaru. W przypadku skali Celsjusza 0°C oznacza temperature topnienia lodu przy ci$nieniu nor-
malnym jednej atmosfery fizycznej, a jednostka wynosi jedng setna réznicy temperatur wrzenia
wody i topnienia lodu przy tych samych warunkach.

Efektem mierzenia wypfat graczy za pomoca skali interwatowej (w przypadku teorii gier méwi-
my o uzytecznosci kardynalnej) jest to, ze kazda gra $ciéle konkurencyjna moze by¢ przedstawiona
w sposdb réwnowazny za pomoca gry o sumie zerowej. Jezeli bowiem dwaj gracze maja doktadnie
przeciwstawne interesy, to tak jakby jednemu zalezato, aby byto jak najcieplej, a drugiemu zalezato,
aby byto jak najzimniej. Poniewaz jednak mozemy sobie wybra¢ jednostke i zero skali uzytecznosci
graczy, to mozemy je tak dobra¢, zeby sumowaty sie zawsze do zera, np. uzytecznosc¢ jednego to tem-
peratura wedtug skali Celsjusza, a uzytecznosc drugiego to minus temperatura wedtug skali Celsjusza.

Istotng wlasnoscig gier analizowanych w tym rozdziale jest, ze Wiersz i Kolum-

Scista
na majg doktadnie przeciwne do siebie interesy — wzrost wyptaty Wiersza powoduje  konkurencja
spadek wyptaty Kolumny. Takie sytuacje majg szczegdlne zastosowanie w analizie ;syggrezky

konfliktu, czy to biznesowego, czy to militarnego lub sportowego. W biznesie oprocz
sytuacji czystego konfliktu, mamy jednak do czynienia czesto z sytuacja czescio-
wo lub catkowicie zbieznych intereséw. Firmy kooperujg ze sobg — czasem nawet
tworzgc zmowy cenowe lub kartele, sklepom zalezy na reputacji klientéw, tworzg
programy lojalnosciowe itd. Takie sytuacje bedg analizowane za pomocg metod
zarysowanych w pierwszej czesci rozdziatu. Wcigz jednak metody gier $cisle konku-
rencyjnych przedstawionych w dalszej czesci tego rozdziatu sg przydatne: pozwala-
ja na analize najgorszego mozliwego przypadku (czyli sytuacji, gdy drugi gracz nie
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dostrzeze tej wspolnoty interesow i bedzie sie zachowywatl nierozsgdnie ze swoje-
go punktu widzenia i jednoczes$nie niekorzystnie dla nas) i wyliczenie najwyzszej
mozliwej wyplaty, ktérg mozemy sobie zagwarantowac w danej sytuacji niezaleznie
od strategii przeciwnika.

Przykladowo rozwazmy gre przedstawiong w Tabela 3.5 i nastepnie analizowang
w Tabela 3.8. Gra ta nie jest $ci$le konkurencyjna, poniewaz interesy graczy nie sg $ci-
sle przeciwstawne, na przyktad obaj bedg najbardziej zadowoleni z profilu strategii
(P, P), tj. wtedy gdy obaj bedg pracowac nad projektem zamiast udawac. Z dokonanej
analizy wynika, ze gra ta ma trzy mozliwe réwnowagi, dwie w strategiach czystych,

tj. (P, P), (U, U), oraz jedng w strategiach mieszanych (% P+§ U, % P+§ Uj.Wyp}a—

ty w tych rownowagach to, kolejno: (2, 2), (0, 0) oraz (0, 0), gdzie ostatnia para ozna-
cza oczekiwane wyplaty obu graczy w réwnowadze w strategiach mieszanych. Mamy
zatem do czynienia z jedng korzystng réwnowagg (P, P), gdzie obaj gracze pracuja

oraz z dwiema zdominowanymi w sensie Pareto rownowagami (U, U) i [% P+§ U,

1 P+§ U). Bez dodatkowych informacji nie mozemy stwierdzi¢, ktéra z tych trzech

3
rownowag zajdzie w rzeczywistosci, chociaz wiadomo, Ze gracze chcieliby, aby byta
to réwnowaga (P, P). Kazdy z graczy moze oczywiscie zaryzykowa¢, zagrac¢ strategie
P i liczy¢ na to, ze przeciwnik réwniez to uczyni.

Gracza w takiej grze moze jednak interesowac, jakg wyptate moze sobie zagwa-
rantowa¢ w najgorszym mozliwym przypadku. Najgorszy mozliwy przypadek dla
gracza wystepuje wtedy, gdy jego przeciwnik zamiast maksymalizowac swoje wtasne
wyptaty, stara sie zminimalizowac naszg wyptate. Czyli dla kazdej strategii musimy
okresli¢ najgorszg mozliwg sytuacje, zeby zobaczy¢, dla ktérej strategii ten najgorszy
scenariusz jest jak najmniej zty (analogicznie jak w przypadku reguty maximin z roz-
dziatu 2). Zeby ten najgorszy scenariusz okre§li¢, szukamy kolumny o najmniejszej
wyptacie, czyli jak najwiekszej ujemnej wyptacie, a to jakbySmy szukali najlepszej
odpowiedzi gracza o doktadnie przeciwstawnych interesach.

Poziom

bezpieczed-  ten gracz moze sobie zagwarantowaé niezaleznie od strategii przeciwnika.
stwa

Poziom bezpieczenstwa gracza w danej grze to najwyzsza mozliwa wyplata, ktorg

Zauwazmy, ze w grze przedstawionej w Tabela 3.5, Wiersz moze sobie zagwa-
rantowac wyplate rowng 0, jezeli zastosuje strategie U. W przypadku, gdy zastosuje
strategie P, Wiersz musi sie liczy¢ z mozliwoscig, ze jego wyptata wyniesie -1, jezeli
Kolumna wybierze U. Powstaje pytanie: jaka jest najwyzsza mozliwa wyptata, ktorg

092_03.indd 94 08/02/2021 11:45



TEORIA GIER 95

Wiersz moze sobie zagwarantowac? Aby odpowiedzie¢, rozwazmy hipotetyczng sytu-
acje, kiedy interesy Wiersza i Kolumny sg doktadnie przeciwstawne. Zat6zmy zatem,
ze wyplaty Wiersza sg takie, jak w rzeczywistej grze z Tabela 3.5, natomiast wypta-
ty Kolumny sg rowne ujemnym wyptatom Wiersza (czyli stratom Wiersza). W Tabe-
la 3.11 przedstawiono takg sytuacje.

Tabela 3.11

Hipotetyczna gra powstata na podstawie gry z Tabela 3.5, w ktérej wyptaty Kolumny, zamiast
rzeczywistych wartosci, sa rowne ujemnym wyptatom Wiersza - gra stuzy do wyliczenia
poziomu bezpieczenstwa Wiersza w rzeczywistej grze (podkreslona wyptata danego gracza
w profilu wyptat na przecieciu strategii dwdch graczy oznacza, ie odpowiednia strategia tego
gracza jest jego najlepsza odpowiedzia na odpowiednia strategie przeciwnika)

P u
P 2-2) (1.1
u (0,0 (0,0

Zrédlo: opracowanie wiasne.

Jest to oczywiscie gra o sumie zerowej, poniewaz wyplaty Wiersza i Kolumny
sumujg sie w kazdej komorce do 0. Jak wspomniano, tabele wyptat takiej gry zapi-
sywa¢ mozemy w skréconym zapisie, w ktérym podaje sie tylko wyptaty Wiersza.
Techniki analizy takich gier réwniez beda uproszczone, cho¢ oczywiscie gry takie
mozna takze analizowa¢ ogélnymi metodami poznanymi do tej pory w tym rozdziale.
Stosujgc dotychczas poznane metody podkreslania wyptat odpowiadajgcych najlep-
szym odpowiedziom graczy na dang strategie przeciwnika, dochodzimy do wniosku,
ze jedyng rownowagag w tej grze jest para strategii (U, U). Pozostate dwie rGwnowagi
w grze rzeczywistej analizowanej w tabelach Tabela 3.5 i Tabela 3.8 nie sg juz réwno-
wagami w nowej grze. Wyplata Wiersza w rownowadze wynosi 0, a zatem ta wartos¢
to poziom bezpieczenstwa Wiersza w grze rzeczywistej. Potwierdzili$my formalnie
wniosek, ktory zostat intuicyjnie sformutowany powyzej.

Analogicznie mozemy wyznaczy¢ poziom bezpieczenistwa Kolumny, analizu-
jac hipotetyczng sytuacje, w ktérej wyptaty Kolumny, takie jak w rzeczywistej grze,
a wyplaty Wiersza sg rowne ujemnym wyptatom Kolumny. OtrzymalibySmy wowczas
gre o sumie zerowej i wyliczylibySmy jej rownowage. Wyptata Kolumny w réwnowa-
dze takiej gry to poziom bezpieczenstwa Kolumny w grze rzeczywistej. Zauwazmy, ze
w przypadku analizowanej gry z Tabela 3.5 nie ma potrzeby oddzielnie liczy¢ pozio-
mu bezpieczenstwa Kolumny, poniewaz gra jest symetryczna: gdybySmy zamieni-
li miejscami Kolumne z Wierszem i Wiersz z Kolumng odpowiednio przepisujgc ich
wyplaty, otrzymalibySmy doktadnie te samg gre. A zatem poziom bezpieczenstwa
Kolumny musi by¢ taki sam jak poziom bezpieczenistwa Wiersza i wynosi tutaj 0.
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W rzeczywistej grze sg trzy rownowagi, z ktorych jedna (P, P) jest lepsza niz
pozostate, poniewaz prowadzi do profilu wyptat (2, 2). Strategia bezpieczenstwa dla
obu graczy polega na zagraniu strategii U, w wyniku czego gracze gwarantujg sobie
wyptate 0. R6znica pomiedzy pozgdang wyptatg 2 dla obu graczy i poziomem bez-
pieczenstwa 0, to cena ubezpieczenia w sytuacji, kiedy ja zagram strategie P, a moj
przeciwnik zagra strategie U. Czy gracz skorzysta z ubezpieczenia, grajac swojg bez-
pieczng strategie U, czy tez zaryzykuje, grajac P, zalezy od tego, jakie przyporzadko-
wuje prawdopodobienstwo, ze przeciwnik zagra U.

Lapis
uproszczony  czy bedziemy w dalszej cze$ci zapisywaé w postaci uproszczonej, w ktdrej poda-
gry o sumie

zerowej

Gry o sumie zerowej potrzebne do wyznaczania poziomow bezpieczenstwa gra-

je sie tylko wyplaty Wiersza, poniewaz wyptaty Kolumny sg po prostu ujemnymi
wyplatami Wiersza. Przy wyznaczaniu poziomu bezpieczenstwa dla Wiersza nie
ma to specjalnego znaczenia, poniewaz analizujemy w tym celu hipotetyczng gre,
w ktérej w uproszczonym zapisie pozostawiamy wyplaty Wiersza, pomijajgc wyplaty
Kolumny. Jednak przy wyznaczaniu poziomu bezpieczenistwa Kolumny powinnismy
pozostawi¢ rzeczywiste wyptaty Kolumny, pomijajgc wyplaty Wiersza, nastepnie
przemnozy¢ je przez (-1), uzyskujgc hipotetyczne wyplaty Wiersza i w ten sposob
uzyskujemy zapis gry o sumie zerowej w uproszczonym zapisie stuzgcy do wyzna-
czania poziomu bezpieczenistwa Kolumny. Nastepnie po znalezieniu wartosci tej gry
(wyptata Wiersza w réwnowadze tej gry), trzeba pamietad, ze, aby uzyska¢ poziom
bezpieczenistwa Kolumny, nalezy uzyskang warto$¢ ponownie przemnozy¢ przez
(-1), uzyskujgc wyptate Kolumny w réwnowadze tej gry. Wartos¢ ta jest poziomem
bezpieczenstwa Kolumny.

Podsumowujgc, analiza gier $cisle konkurencyjnych, w tym gier o sumie zerowej,
ktorg proponujemy w dalszej czesci rozdzialu, jest przydatna nie tylko w sytuacjach
Scisle konkurencyjnych. W grach, w ktérych wystepuje pewna zbieznos¢ interesow,
gry o sumie zerowej pozwalajg na wyznaczenie poziomdw bezpieczenstwa graczy,
a wiec najwyzszej gwarantowanej wyptaty, ktorg gracz moze sobie zapewnic. W dalszej
czesci rozdziatu bedziemy analizowac gry $cisle konkurencyjne i gry o sumie zerowej.
Takie gry mozna oczywiscie analizowa¢ metodami poznanymi do tej pory w niniej-
szym rozdziale, jednak dogodna struktura matematyczna umozliwia prostszg ana-
lize. Przedstawiamy jg ponizej.

3.4.2. Réwnowaga w strategiach czystych jako punkt siodtowy

Przyktad
-stage  (Kolumna) konkurujg o widzéw w czasie najwiekszej oglgdalnosci, tj. w pasmie
telewizyjne

Zacznijmy od przyktadu. Dwie stacje telewizyjne TV Le Cure (Wiersz) i TV Gioia

20.00-22.00 godz. Cala grupa docelowa to 10 mIn widzow, ktérzy w zaleznosci od
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tego co stacje telewizyjne zdecydujg sie nadawac, bedg ogladali albo jedna, albo
drugg stacje (zakladamy, ze nie ma innej mozliwosci, tj. nie ma trzeciej stacji, ktérg
mogg ogladacd, ani nie ma innych mozliwosci, jak czytanie ksigzki, wyjscie do restau-
racji badz péjscie spac). Jesli jedng stacje zdecyduje sie oglgdac 2 mln ludzi, wowczas
8 mln (10 mIn — 2 mlIn) bedzie oglgda¢ drugg stacje. Kazda ze stacji ma do wyboru
nadac komedie, telenowele lub dramat. W Tabela 3.12 przedstawiono wyptaty stacji
TV Le Cure (Wiersza) w zaleznosci od profilu strategii stacji TV Le Cure i TV Gioia.

Tabela 3.12

Tabela wyptat gry dwéch stacji telewizyjnych pragnacych zmaksymalizowa¢ ogladalnos¢

w przedziale duzej ogladalnosci 20.00-22.00 (stacja TV Le Cure wybiera jedna z trzech strategii
wierszowych, a stacja TV Gioia wybiera jedna z trzech strategii kolumnowych; w tabeli podano
ogladalnos¢ TV Le Cure w zaleznosci od profilu strategii graczy)

Komedia (K) Telenowela (T) Dramat (D)
Komedia (K) 3min 1min 6min
Telenowela (T) 4min 6min 5min
Dramat (D) 2min 4min 7min

Zrédto: opracowanie whasne.

Zastanéwmy sieg, ktore strategie sg optymalne dla obu stacji. Zacznijmy od tego,

co powinien zrobi¢ Wiersz w zaleznosci od poszczeg6lnych decyzji Kolumny:

jesli Kolumna wybierze K, to Wiersz powinien wybra¢ T (wyplata 4 jest najwiek-
sza w kolumnie K),

jesli Kolumna wybierze T, to Wiersz réwniez powinien wybra¢ T (wyptata 6 jest
najwieksza w kolumnie T),

jesli Kolumna wybierze D, to Wiersz rowniez powinien wybra¢ D (wyptata 7 jest
najwieksza w kolumnie D).

Zauwazmy, ze w powyzszym procesie dochodzenia do optymalnych strategii Wier-

sza w zaleznos$ci od decyzji Kolumny szukamy najwiekszej wyptaty w danej kolumnie.

Odwréémy teraz rozumowanie: co powinna zrobi¢ Kolumna w zaleznosci od

poszczegdlnych decyzji Wiersza. Musimy pamietac, ze wyptaty w tabelce sg wypta-

tami Wiersza, a poniewaz wyptata Kolumny to 10 mln pomniejszone o wyptate Wier-

sza, to Kolumna bedzie starata sie zminimalizowa¢ wyptate Wiersza. Zatem:
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jesli Wiersz wybierze K, to Kolumna powinna wybrac¢ T (wyptata 1 jest najmniej-
sza w Wierszu K),
jesli Wiersz wybierze T, to Kolumna powinna wybrac¢ K (wyplata 4 jest najmniej-
sza w Wierszu T),
jesli Wiersz wybierze D, to Kolumna powinna wybrac¢ K (wyptata 2 jest najmniej-
sza w Wierszu D).
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Zauwazmy, ze W powyzszym procesie dochodzenia do optymalnych strategii
Kolumny w zaleznosci od decyzji Wiersza szukamy najmniejszej wyptaty w danym
wierszu.

Powstaje pytanie, czy mozna jakos potgczy¢ te dwie perspektywy rozumowania
w jedng. Okazuje sie, ze takie polgczenie prowadzi do pojecia rownowagi, ktérg juz
znamy dla gier ogétem, tj. niekoniecznie $cisle konkurencyjnych (patrz definicja
rownowagi w podrozdziale 0).

Zauwazmy, ze w omawianym przyktadzie jest tylko jedna para strategii, ktéra jest
rownowagg. Jest to para (T, K), poniewaz jesli Kolumna wybiera K, to Wiersz powi-
nien wybra¢ T i jesli Wiersz wybiera T, to Kolumna powinna wybra¢ K. Nie ma zara-
zem innej takie pary, dla ktérej zachodzitaby ta wiasnos¢. Wyptata w rownowadze
wynosi 4 mln dla Wiersza i 6 mln dla Kolumny. Pare (T, K) nazywamy réwnowagg lub
punktem siodlowym, poniewaz wyptata Wiersza dla tej pary (4 mln) jest jednocze-
$nie maksymalng wyptatg w swojej kolumnie (kolumna K) oraz minimalng wyptata
w swoim wierszu (wiersz T). Podsumujmy:

Punkt
siodfowy  tegig Kolumny, taka ze X daje najwiekszg wyptate w kolumnie Y i Y daje najmniejsza

Punkt siodtowy to para strategii (X, Y), gdzie X jest strategig Wiersza,a Y jest stra-
wyptate w wierszu X. Mozemy to wyrazi¢ za pomocg warunku punktu siodtowego:

max minimum wiersza = min maksimum kolumny =v.
wiersze kolumny
Zauwazmy, ze Wiersz wybierajgc strategie T, gwarantuje sobie wyptate przy-
najmniej 4 (jest to najnizsza wyptata w wierszu T) i jednocze$nie Kolumna wybiera-
jac strategie K, gwarantuje sobie, ze wyptata Wiersza nie bedzie wieksza niz 4 (jest
to najwieksza wyptata w kolumnie K).

Wartos¢ gry Warto$¢ gry to liczba’ v taka, ze Wiersz ma strategie, ktéra gwarantuje mu przy-

najmniej wyplate réwng v i jednoczesnie Kolumna ma strategie, ktéra gwarantuje
jej, ze wyptata Wiersza nie bedzie wieksza niz wartos¢ v.

Z przytoczonych definicji wynika nastepujgcy wniosek.

Punkt siodtowy a réwnowaga: Punkt siodtowy gry jest rownowagg tej gry.

Whiosek jest wazny, poniewaz sugeruje sposob znajdowania rownowagi w grach
Scisle konkurencyjnych: szukamy maksymalnych wyptat w kolumnach i wybieramy
najmniejszg sposrdd nich (minimax); nastepnie szukamy minimalnych wyptat w wier-
szach i wybieramy najwiekszg sposrdod nich (maximin). Jesli te dwie znalezione war-
tosci sg sobie rowne, to znalezliSmy punkt siodtowy, czyli rownowage. Wartos¢ gry
to warto$¢ v, ktéra jest rowna warto$ci minimax i warto$ci maximin.

7 O ile istnieje.
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W Tabela 3.13 zaprezentowano ten sposéb dochodzenia do rownowagi w przy-
ktadzie stacji telewizyjnych konkurujgcych o zdobycie jak najwiekszej liczby widzow.

Tabela 3.13
Sposéb znajdowania punktu siodtowego w grze dwdch stacji telewizyjnych TV Le Cure
oraz TV Gioia (punkt siodtowy to (T, K), a wartos¢ gry wynosi 4 min)

Komedia (K) Telenowela (T) Dramat (D) MIN

Komedia (K) 3min 1min 6min 1min

Telenowela (T) 4min 6min 5min 4min

Dramat (D) 2min 4min 7min 2min
MAX 4min 6min 7min

Zrédto: opracowanie whasne.

Gra ma punkt siodtowy (T, K) z wyptatg Wiersza réwng 4 mln, ktéra jest war-
toscig tej gry. Strategia (T, K) jest rOwnowaga, poniewaz jesli jesteSmy w rownowa-
dze zadnemu z graczy nie optaca sie samodzielnie zmieni¢ strategii. Na przyktad
Wierszowi nie optaca sie zmieni¢ strategii na inng niz T, jesli Kolumna gra strate-
gie K. I jednoczes$nie Kolumnie nie optaca sie zmieni¢ strategii na inng niz K, jesli
Wiersz gra strategie T.

Natychmiast rodzg sie dwa pytania:
= czy kazda gra ma punkt siodtowy?
= czy punktéw siodtowych moze by¢ wiecej niz jeden?

Na pytania odpowiemy zmieniajgc nieco nasz przyktad. Rozwazmy dwie zmo-
dyfikowane tabele wyptat dla gry dwoch stacji telewizyjnych. W obu przypadkach
wszystko pozostaje niezmienione wzgledem Tabela 3.12, z wyjatkiem jednej wyplaty
(zaznaczonej w odpowiednich tabelach kolorem zielonym):
= w Tabela 3.14: wyptata dla profilu (T, T) zmienia sie z 6 na 4;
= w Tabela 3.15: wyptata dla profilu (T, D) zmienia sie z 5 na 3.

Tabela 3.14
Zmodyfikowana tabela wyptat dla gry dwdch stacji telewizyjnych TV Le Cure oraz TV Gioia
(sa tutaj dwa punkty siodtowe, czyli (T, K) oraz (T, T); wartos¢ gry wynosi 4 min)

Komedia (K) Telenowela (T) Dramat (D) MIN

Komedia (K) 3min 1min 6min 1min

Telenowela (T) 4min 4min 5min 4min

Dramat (D) 2min 4min 7min 2min
MAX 4min 4min 7min

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 3.15

Imodyfikowana tabela wyptat dla gry dwdch stacji telewizyjnych TV Le Cure oraz TV Gioia

Rozdziat 3

(nie ma tutaj zadnego punktu siodtowego, poniewaz maximin wynosi 3 mIn, a minimax

wynosi 4 min)

Komedia (K) Telenowela (T) Dramat (D) MIN

Komedia (K) 3min 1min 6min 1min

Telenowela (T) 4min 6min 3min 3min

Dramat (D) 2min 4min 7min 2min
MAX 4min 6min 7min

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zauwazmy, ze w grze przedstawionej w Tabela 3.14 mamy dwa punkty siodtowe
(T, K) oraz (T, T), oba z wyptatg 4 mIn. Oznacza to, ze mamy dwie réwnowagi w tej
grze a warto$¢ gry pozostaje na niezmienionym poziomie 4 mln. [lustruje to wazng
wlasno$¢ gier z wieloma punktami siodtowymi.

Punkt siodlowy a warto$¢ gry: Jesli gra ma wiecej niz jeden punkt siodtowy, to
wszystkie one majg tg samg wyplate, czyli jest jedna wartos¢ gry.

Z kolei w grze przedstawionej w Tabela 3.15 nie mamy zadnego punktu siodto-
wego, poniewaz:

3 mln = max minimum wiersza < min maksimum kolumny =4 min.
wiersze kolumny
Jaka jest wartos¢ takiej gry? Czy gra ta ma warto$¢? Podobnie jak w poprzednim
podrozdziale konieczne jest wprowadzenie strategii mieszanych, tj. takich, ktére
dopuszczajg pewng losowos$¢ w wyborze strategii.

3.4.3. Réwnowaga w strategiach mieszanych

3.4.3.1. Analityczne wyznaczanie réwnowagi

Wré6¢my do gry w szef—pracownik przedstawionej w Tabela 3.10. Jaka jest opty-
malna strategia w tym przypadku? W poprzedniej czesci tego rozdziatu doszlismy
w sposéb intuicyjny do tego, ze optymalna strategia to by¢ nieprzewidywalnym.
Warto jednak powtérzy¢ to rozumowanie raz jeszcze, doktadniej w nowym kon-
tekscie. Podobnie jak gra przedstawiona za pomocg Tabela 3.15, gra nie ma punktu
siodtowego, co zademonstrowano w Tabela 3.16. Jesli sie nad tym zastanowi¢, nie
jest to dziwne. Nie ma takiego profilu strategii, od ktérego nie bytoby optacalnego
odstepstwa jednego z graczy. Zgodnie z intuicjg, najlepsze co w danej sytuacji moze
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zrobi¢ zaréwno pracownik, jak i szef to by¢ jak najbardziej nieprzewidywalnym, tak

aby drugi nie byl w stanie przewidzie¢ ruchu przeciwnika.

Tabela 3.16
Tabela wyptat gry szef-pracownik (gra nie ma punktu siodtowego)
Lewy (L) Prawy (P) MIN
Lewy (L) -1 +1 -1
Prawy (P) +1 -1 -1
MAX +1 +1

Zrédto: opracowanie wiasne.

Co to znaczy by¢ nieprzewidywalnym? To znaczy gra¢ losowo, a nie determini-
stycznie. Jesli szef wiedzialby, ze pracownik zawsze wybiera prawy korytarz, wowczas
wiedziatby, ze tam musi sie wlasnie zaczaic. Jesli jednak pracownik codziennie rzuca
monetg i wybiera prawy korytarz, jesli wypadnie reszka a lewy, jesli orzel, to szef
nie bedzie wiedziat, gdzie sie zaczai¢. Podobnie jest z drugiej strony. Jesli pracownik
wiedzialby, ze szef zawsze czai sie¢ w lewym korytarzu, wéwczas wybieratby prawy
korytarz, aby go nie spotkac. Jesli jednak szef jest nieprzewidywalny i podobnie jak
pracownik rzuca monetg, aby wybra¢ korytarz, wéwczas pracownik nie moze tego
wykorzysta¢ dla swej korzysci.

Sprébujmy sformalizowac tego typu analize. Zatézmy, ze szef (Kolumna) wybiera
lewy korytarz z prawdopodobienstwem g oraz prawy korytarz z prawdopodobienistwem
1-gq. Co powinien woéwczas zrobi¢ pracownik? Wyptata oczekiwana pracownika

( E Hpracownik
- jesli wybierze lewy korytarz: ETT__ (L)=-1xq+1x(1-q)=1-2q;

) zalezy od strategii jakg wybierze:

- jesli wybierze prawy korytarz: EI__ (P)=+1xq-1x(1-q)=2q-1.
Zauwazmy, ze:
= jesli pierwsza wyplata jest wyzsza od drugiej, tj. 1-2q>2q-1=¢g< %, to pracow-

nik powinien wybrac¢ lewy korytarz; jego oczekiwana wyptata wynosi 1 - 2qijest
dodatnia;
= jesli natomiast pierwsza wyptlata jest nizsza od drugiej, tj. 1—2q<2q—1 = q%, to

pracownik powinien wybra¢ prawy korytarz; jego oczekiwana wyptata wynosi
2q—11ijest dodatnia;
= jesli z kolei pierwsza wyptata jest rowna drugiej, tj. 1-2q=2q-1=q= %, to pra-

cownikowi wszystko jedno, ktory korytarz wybrac, jego oczekiwana wyplata tak
czy owak wynosi 0.
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Analiza jest zgodna z intuicjg. Jesli na przyktad wiadomo, ze szef wybiera lewy
korytarz srednio 4 na 10razy (tj. ¢=0,4), to pracownik powinien p6j$¢ lewym kory-
tarzem: wowczas jego oczekiwana wyptata wynosi 1-2x0,4=0,2, a oczekiwana
wyptata szefa wynosi -0,2 i jest nizsza. Podobnie jesli wiadomo, ze szef wybiera lewy
korytarz Srednio 6 na 10 razy, wowczas optaca sie pracownikowi p6j$¢ prawym kory-
tarzem. Oczekiwana wyptata pracownika wynosi woéwczas 2x0,6 - 1=0,2, a oczeki-
wana wyptata szefa jest réwna -0,2.

Minimax Najlepsze, co moze zrobi¢ szef w tej sytuacji, to ustali¢ swojg strategie na g= E

Tylko wéwczas oczekiwana wyptata pracownika wynosi 0, niezaleznie od tego, ktéry
korytarz wybierze. Zapiszmy ten fakt matematycznie w nastepujgcy sposob:

min max(El‘[pracownik (L)EM oo (P))=minmax(1-2q, 2q-1)=0.
q

a

Strategia szefa, tj. z prawdopodobieristwem %% wybierz lewy, a z prawdopodo-
bienstwem %2 wybierz prawy korytarz, bedzie oznaczana jako % L+ 1 P.Jest to przy-

kiad strategii mieszanej. Juz wkrétce pokazemy, Ze jest to strategia rownowagi.
Powtérzmy teraz cate rozumowanie z perspektywy strategii pracownika. Zatdz-
my, ze pracownik wybiera korytarz lewy z prawdopodobienistwem p, a korytarz prawy
z prawdopodobienistwem 1 — p. Poniewaz chcemy wszystko wyraza¢ za pomocg wyptat
pracownika, ktére sg ujemnymi wyptatami szefa (jego stratami), bedziemy teraz pro-
wadzi¢ rozumowanie w kategoriach strat szefa.
Oczekiwana strata (ES_ ) szefa zalezy od wybranej przez niego strategii:
= jesli wybierze lewy korytarz: ES__(L)=-1xp+1x(1 - p)=1 - 2p;
»  jesli wybierze prawy korytarz: ES__(P)=+1xp - 1x(1 - p)=2p - 1.
Zauwazmy, ze:
= jesli pierwsza strata jest mniejsza od drugiej, tj. 1 - 2p<2p -1= p%, to szef

powinien wybrac lewy korytarz; jego oczekiwana strata wynosi 1 - 2p i jest ujem-
na (czyli wyplata jest dodatnia);

= jeslinatomiast pierwsza strata jest wyzsza od drugiej, tj. 1-2p>2p-1=p< %, to

szef powinien wybra¢ prawy korytarz; jego oczekiwana strata wynosi 2p — 1ijest
ujemna (czyli wyplata jest dodatnia);
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= jesli z kolei pierwsza strata jest rowna drugiej, tj. 1-2p=2p-1=p= %, to szefo-

wi wszystko jedno, ktory korytarz wybrac, jego oczekiwana strata (tak jak i wypta-

ta) tak czy owak wynosi 0.

Analiza jest zgodna z intuicjg. Jesli na przyktad wiadomo, ze pracownik wybiera
lewy korytarz srednio 6 na 10razy (tj. p=0,6), to szef powinien p6js¢ lewym kory-
tarzem: wowczas jego oczekiwana strata wynosi 1-2x0,6=-0,2 (a zatem wyptata
wynosi +0,2), a oczekiwana wyptata pracownika wynosi -0,2 i jest nizsza. Podobnie,
jesli wiadomo, ze pracownik wybiera lewy korytarz Srednio 4 na 10razy (tj. p=0,4),
woéwczas optaca sie szefowi p6j$¢ prawym korytarzem. Oczekiwana strata szefa wyno-
si wowczas 2x0,4-1=-0,2 (a zatem wyptata wynosi +0,2), a oczekiwana wyptata
pracownika jest rowna -0,2, a wiec jest nizsza.

Najlepsze, co moze zrobi¢ pracownik w tej sytuacji, to ustali¢ swojg strategie na Maximin

p= % Tylko woéwczas oczekiwana wyptata szefa wynosi 0, niezaleznie od tego, ktory
korytarz wybierze. Zapiszmy ten fakt w nastepujgcy sposob:

maxmin(ES__(L),ES__ (P))=maxmin(1-2p, 2p-1)=0.
14

1

Strategia pracownika, tj. z prawdopodobienistwem %2 wybierz lewy, a z praw-
dopodobienstwem %% wybierz prawy korytarz, bedzie oznaczana % L+% P. Jest to
przyklad strategii mieszanej.

Zauwazmy, ze jesli teraz podsumujemy naszg analize, to okaze sie, ze znalezio-
ne strategie mieszane pracownika i szefa (w tym przypadku obie sg takie same i wyno-
SZg % L+% P, ale nie musi tak by¢ w ogdlnosci) to sg strategie rownowagi. Okazuje

sie bowiem, ze profil strategii (% L+§ P,i2 L+% Pj jest punktem siodlowym,
poniewaz dla wartosci p =% oraz q =% jest spelniony warunek punktu siodtowego:
minmax(1 - 2¢,2q - 1)=maxmin(1 - 2p,2p - 1)=0.

p

a

Zatem warto$¢ gry wynosi 0.
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Tabela 3.17 zawiera podsumowanie dotychczasowej analizy. Zauwazmy, Ze
po wprowadzeniu strategii mieszanej polegajgcej na wyborze L i P z réwnym praw-
dopodobienstwem dla kazdego gracza (dodatkowy wiersz i dodatkowa kolumna),
warto$¢ minimax réwna sie wartosci maximin i wynosi 0.

Tabela 3.17
Tabela wyptat gry szef-pracownik (gdy dopuscimy strategie mieszane, gra ma réwnowage
i swoja wartos¢, dla ktoérej spetniony jest warunek punktu siodtowego)

1, 1
Lewy (L) Prawy (P) EL + EP MIN

Lewy (L) -1 +1 0 -1
Prawy (P) +1 -1 0 -1

1, 1

—L+-=P

23 0 0 0 0

MAX +1 +1 0

Zrédto: opracowanie wiasne.

Powyzsza analiza obrazuje wazny rezultat teorii gier, ktory przytoczyliSmy juz
dla przypadku gier ogétem w podrozdziale 0, mianowicie, Ze je$li dopuscimy stra-
tegie mieszane, to kazda gra o skoriczonej liczbie strategii ma przynajmniej jedng
rownowage.

3.4.3.2. Graficzne wyznaczanie réwnowagi

W tej czesci pokazemy, jak mozna wyznaczac rownowage graficznie.

Rozwazmy dwie druzyny. Druzyna Sparta ma 2 zawodnikéw A i B, a druzyna
Ateny ma 3 zawodnikow X, Y, Z. Druzyna Ateny musi zdecydowac, ktérych zawodni-
kow (dwoje sposrdd trojga) ma wystawic¢ do zawodéw, natomiast obie druzyny muszg
zdecydowac, w jakiej kolejnosci ich zawodnicy bedg wystawieni. Wiadomo, ze zawod-
nik B zawsze pokonuje zawodnika Y, ale zawsze jest pokonany przez zawodnikow X
i Z. Dodatkowo wiadomo, ze zawodnik A zawsze pokonuje zawodnika Z, ale jedno-
czes$nie jest pokonany przez zawodnika Y. W walce X przeciwko A, obaj zawodnicy
majg réwng szanse wygranej. Przegrana w walce oznacza —1 punkt, wygrana ozna-
cza +1 punkt, a jesli zawodnicy majg réwne szanse wygranej, to wartos¢ oczekiwana
w walce wynosi 0 punktow. Zapiszmy wyplaty druzyny Sparta, ktéra bedzie Wier-
szem. Wyplaty druzyny Ateny, ktora jest Kolumng, sg odwrotnoscig wyptat Wier-
sza. Wiersz ma dwie mozliwe strategie: AB i BA, oznaczajgce kolejnos$¢ zawodnikow
wystawionych do pierwszej i do drugiej walki. Kolumna ma 6 mozliwych strategii:
XY, XZ,YZ,YX, ZX i ZY. W tabeli 3.18 przedstawiono te sytuacje jako gre. Wyptata
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-2 na przecieciu wiersza AB i kolumny YZ oznacza, ze Wiersz przegrywa dwa poje-
dynki, poniewaz A przegrywa z Y i B przegrywa Z. Z kolei wyplata +1 na przecieciu
wiersza BA i kolumny YX oznacza, ze Wiersz wygrywa pierwszy pojedynek (B poko-
nuje Y) i remisuje drugi pojedynek (A wzgledem X). Zauwazmy, ze nie ma dla nas
znaczenia czy pojedynek A i X koniczy sie remisem, czy tez konczy sie zwyciestwem
badz porazkg A z réwnym prawdopodobienistwem, poniewaz zaktadamy, Ze graczy
interesuje oczekiwana wyptata.

Tabela 3.18
Tabela wyptat Druzyny | w grze z Druzyna Il o jak najwieksza liczbe zwyciestw
w dwéch pojedynkach

XY Xz YZ YX IX Y MIN
AB +1 -1 -2 -2 0 +2 -2
BA -2 0 +2 +1 -1 -2 -2
MAX +1 0 +2 +1 0 +2

Zrédto: opracowanie wiasne.

Zauwazmy, ze gra nie posiada rownowagi w strategiach czystych, a zatem zmu-
szeni jesteSmy szuka¢ rownowagi w strategiach mieszanych. Tym razem sytuacja
nieco sie jednak komplikuje, poniewaz mamy az szes¢ dostepnych strategii Kolum-
ny. Wykorzystamy tutaj fakt, ze w rownowadze rozwigzanie problemu maximin jest
rowne problemowi minimax. Jak zostanie to pokazane w nastepnym podrozdziale,
jest to przyktad zjawiska zwanego dualnoscig.

W omawianym przyktadzie mamy sze$¢ strategii Kolumny, ale tylko dwie stra-
tegie Wiersza. Zat6zmy zatem, ze Wiersz wybiera strategie AB z prawdopodobien-
stwem p i strategie BA z prawdopodobienstwem 1 - p. Wéwczas oczekiwana strata
Kolumny (pamigtajmy, ze wyptaty Wiersza sg stratami Kolumny) ES_ z poszczegol-
nych strategii wynosi:

ES, (XY)=px(+1)+(1 - p)x(-2)=-2+3p,
ES, (XZ)=px(-1)+(1 - p)x(0)=-p,
ES (YZ)=px(-2)+(1 - p)x(+2)=2 - 4p,
ES (YX)=px(-2)+(1 - p)x(+1)=1 - 3p,
ES, (2X)=px(0)+

)
ES, (ZY)=px(+2)+
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Kazda z powyzszych oczekiwanych strat jest funkcjg jednej zmiennej p, ktéra
moze przyjmowac wartosci w przedziale [0, 1], a zatem mozna te funkcje narysowac
—rysunek 3.1. Dodatkowo wiemy, ze Kolumna stara sie zminimalizowa¢ swoje straty,
tak wiec wybierze strategie, ktora da jej minimalng strate przy danym poziomie p.
Na przyktad jesli p wynosi 0,2, to najnizsza oczekiwana strata Kolumny przypada dla
strategii XY. Jesli natomiast p wynosi 0,8, to najnizsza oczekiwana strata Kolumny
przypada dla strategii YX. Krzywa zaznaczona na rysunku 3.1 kolorem niebieskim
i oznaczona jako min(ES,)* oznacza zatem minimalng oczekiwang stratg Kolum-
ny przy danym poziomie p, kiedy ta moze wybiera¢ optymalng dla siebie strategie.
Krzywa ta pokrywa sie z oczekiwang stratg Kolumny ze strategii XY dla wartosci p
od 0 do 0,5, a nastepnie pokrywa sie z oczekiwang stratg Kolumny ze strategii YX
dla wartosci p od 0,5 do 1.

Rysunek 3.1
Oczekiwane straty szesciu strategii Kolumny w zaleznosci od prawdopodobieristwa wybrania
strategii AB przez Wiersza

2,5
2 N vz V.
<
15 4 N

1
0,5
0

Oczekiwana strata Kolumny

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Prawdopodobienstwo wybrania strategii AB przez Wiersza

Zrédto: opracowanie wiasne.

Podczas gdy wyb6r Kolumny przektada sie graficznie na wybo6r punktu na jednej
z sze$ciu prostych dla danej wartosci p, to wybdér Wiersza przektada sie na wyboér
wartosci p, a wiec punktu na osi X. Warto$¢ p =1oznacza wybor strategii AB, wartos¢
p=0 oznacza wybor strategii BA, natomiast wartosci posrednie oznaczajg strategie

8 Symbol ten oznacza dla danego poziomu p minimalng oczekiwang strate sposrod szesciu strategii
Kolumny: min(ES, (XY),ES, (XZ), ES, (YZ), ES,(YX), ES, (ZX), ES, (ZY))
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mieszane. Wiersz stara sie zmaksymalizowac swojg oczekiwang wyptate, ktora zara-
zem jest oczekiwang stratg Kolumny. Wiersz wybierze zatem taki punkt p na osi X,
aby zmaksymalizowa¢ oczekiwang strate Kolumny - latwo zauwazy¢ na wykresie, ze
wybierze on warto$¢ p=0,5, dla ktérej wartos¢ niebieskiej krzywej jest najwieksza.

W ten sposob wyznaczyliSmy strategie rownowagi Wiersza, ktéra wynosi %AB + %BA

(strategia mieszana: z prawdopodobienistwem V% zagraj strategie AB i z prawdopo-
dobienstwem ¥4 zagraj strategie BA). Warto$¢ gry rowna sie oczekiwanej wyptacie
Wiersza w rownowadze i wynosi —%2. Warto$¢ te mozna odczytac z wykresu jako
punkt na osi Y, w ktérym przypada najwyzszy punkt niebieskiej krzywej. Zauwazmy,
ze oczekiwana wyptata Wiersza w réwnowadze (mieszanej) jest korzystniejsza dla
niego niz jego wyptata z jakiejkolwiek jego strategii czystych:
= gdyby wybral strategie AB, wéwczas Kolumna wybrataby YZ lub YX i wyptata
Wiersza wyniostaby -2,
= gdyby wybral strategie BA, wéwczas Kolumna wybrataby XY lub ZY i wyptata
Wiersza wyniostaby -2.
Podsumowujac, strategia Wiersza w rGwnowadze wynosi %AB+%BA a oczeki-

. . | . . .
wana wyptata Wiersza w réwnowadze wynosi —. Poniewaz znamy oczekiwang wypta-
2

te Wiersza w réwnowadze, to znamy roéwniez oczekiwang strate Kolumny
w rownowadze, poniewaz muszg one by¢ sobie rowne.

Wiersz maksymalizuje zatem swojg oczekiwang wyptate poprzez optymal-
ny wybér swoich strategii (czyli wybor wierszy w tabeli gry). Jednoczes$nie wiemy,
ze Kolumna minimalizuje swojg oczekiwang strate (réwng oczekiwanej wyplacie
Wiersza) poprzez optymalny wybor swoich strategii (czyli kolumn). W réwnowa-
dze te dwa problemy majg jedno rozwigzanie, co prowadzi do zdefiniowania naste-
pujacej waznej wtasnosci:

Dualno$¢ w grach o sumie zerowej: optymalna (z punktu widzenia Wiersza)
oczekiwana wyptata Wiersza w problemie wyznaczenia strategii rownowagi Wiersza
musi by¢ taka sama, jak optymalna (z punktu widzenia Kolumny) oczekiwana strata
Kolumny (réwna oczekiwanej wyptacie Wiersza) w problemie wyznaczenia strategii
rownowagi Kolumny.

Powyzszy wywdd pozwala zidentyfikowac strategie rownowagi Wiersza oraz ocze-
kiwang wyptate Wiersza i oczekiwang strate Kolumny w réwnowadze. Nie znamy jed-
nak strategii rownowagi Kolumny: wiemy tylko, ze Kolumnie bedzie wszystko jedno,
czy wybra¢ strategie XY czy tez strategie YX (oczekiwana strata Kolumny dla tych
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dwoch strategii jest rowna, kiedy p=0,5). Z tego jednak, ze Kolumnie jest wszystko
jedno nie wynika, ze powinna wybrac¢ jedng z nich:
= gdyby wybrata strategie XY, woéwczas Wiersz odszediby od swojej strategii row-

nowagi %AB+%BA i wybraltby strategie AB a jego wyplata (a strata Kolumny)

wyniostaby +1,
= gdyby wybrata strategie YX, wowczas Wiersz odszediby od swojej strategii row-

nowagi %AB+%BA i wybralby strategie BA a jego wyplata (a strata Kolumny)

wyniostaby +1.

Powyzsza argumentacja wskazuje, ze Kolumna réwniez musi w rownowadze stoso-
wac strategie mieszang (z jakims$ prawdopodobienistwem wybierze XY a z jakims YX),
jednak przedstawiona metoda graficzna nie wskaze nam, jakie powinno by¢ to praw-
dopodobienistwo. Oczywiscie mozemy sie domysla¢, ze bedzie to prawdopodobien-
stwo %2 ze wzgledu na symetrie problemu, ale nie wynika to z samej metody. Do
wyznaczania optymalnych strategii obu graczy w przypadku gier z wiecej niz dwiema
strategiami postuzy nam metoda programowania liniowego, ktéra moze by¢ wyko-
rzystana z pomocg arkusza kalkulacyjnego Excel.

3.5. Wykorzystanie arkusza kalkulacyjnego
W wyznaczaniu rGwnowagi

Przyktad -
dwie firmy  cego konkurencji dwoch firm — Zeusa i Ateny — o rynki zbytu. Przypomnijmy pyta-

Wré6¢my do przyktadu motywujgcego omowionego w podrozdziale 3.2 dotyczg-

nia, ktore zostaty zadane: Czy menedzer Ateny powinien zaatakowac ktorys z rynkow
kontrolowanych przez Zeusa, czy tez zdecydowac sie na obrone rynku A pozosta-
jacego pod jego kontrolg? Ktérego rynku powinien broni¢ Zeus? A moze powinien
zaatakowac rynek A, ktory ma najwiekszg warto$¢? Czy moze jest tak, ze czescig
optymalnej strategii firmy jest bycie nieprzewidywalnym? Jakg decyzje podejmie
racjonalny menedzer Ateny? Jakg decyzje podejmie racjonalny menedzer Zeusa?
Jaki bedzie ostateczny wynik tej gry? Czy da sie wskazac oczekiwany zysk obu firm
w sytuacji, kiedy obie grajg optymalnie? Mamy teraz wszystkie potrzebne elementy,
aby odpowiedzie¢ na te pytania.
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3.5.1. Weryfikacja, czy jest rownowaga w strategiach czystych

Aby rozwigzac te gre, najpierw zweryfikujemy, Ze nie ma ona punktu siodtowego
w strategiach czystych. Maksymalne wartosci w poszczegdlnych kolumnach (strate-
gie Kolumny) sg wyszczegdlnione w ostatnim wierszu tabeli 3.19.

Tabela 3.19
Tabela wyptat gry
Rynek A Rynek B Rynek C Rynek D MIN
Rynek A 4 0 0 0 0
Rynek B -1 -3 4 4 -3
Rynek C -2 3 -2 3 -2
Rynek D -3 2 2 -1 -3
MAX 4 3 4 4

Zrédto: opracowanie wiasne.

Minimum sposrod tych czterech wartosci wynosi 3 (minimax) i przypada w trze-
ciej kolumnie, tj. dla strategii B Kolumny. Jest to najmniejsza strata Kolumny, ktérg
ona moze sobie zagwarantowac w najgorszym przypadku przy wyborze strategii czy-
stych. Z kolei minimalne warto$ci w poszczegdlnych wierszach (strategie Wiersza)
wida¢ w ostatniej kolumnie. Maksimum z tych czterech wartosci wynosi 0 (maximin)
i przypada dla pierwszego wiersza, tj. dla strategii A Wiersza. Jest to najwieksza
wyplata Wiersza, ktéra on moze sobie zagwarantowaé w najgorszym wypadku przy
wyborze strategii czystych. Poniewaz warto$¢ minimax 3 i maximin 0 dla strategii
czystych sg rézne od siebie, znaczy to, Ze nie ma réwnowagi w strategiach czystych.
Musimy zatem szuka¢ réwnowagi w strategiach mieszanych. Bedziemy postepowac
analogicznie, jak w przypadku gier z dwiema strategiami.

3.5.2. Wyznaczanie réwnowagi w strategiach mieszanych

3.5.2.1. Problem Wiersza

Rozwazmy najpierw problem wyznaczenia strategii mieszanej Wiersza. Ponie-
waz sg cztery strategie czyste Wiersza, to strategie mieszane Wiersza oznaczac
bedziemy poprzez cztery prawdopodobienistwa: ( D,sDysPes Py ) Wszystkie muszg by¢

nieujemne (p, >0), a razem sumowac si¢ muszg do 1 (2 ; p, =1). Na przyklad stra-
tegia (p,,p,,p,,p,)=(0,0,1,0)oznacza, ze gracz wybrat strategie czysta C, a strategia

092_03.indd 109

08/02/2021 11:45



Problem
Wiersza 1

Problem
Wiersza 2

092_03.indd 110

110 Rozdziat 3

(pA, Dy Des Py ) = (0, %, %, 0) oznacza, ze wybratl strategie mieszang %B+%C (z praw-

dopodobienistwem V4 gra strategie B a z prawdopodobieristwem V4 gra strategie C).
Zal6ézmy zatem, ze Wiersz stosuje strategie mieszang (p Py Des Py ), ktorej jeszcze
w tej chwili nie znamy, ale chcemy jg wyznaczy¢. Kolumna wybiera jedng ze swoich
czterech strategii. Oczekiwana strata w réznych strategiach Kolumny wynosi:

ES (A)=4p, -1p,-2p,-3p,,
(B)=0p, -3p, +3p. +2p,,
ES (C)=0p, +4p,-2p +2p,,
(D)=0p, +4p, +3p.—1p,.
Kolumna wybiera strategie (kolumna A, B, C lub D), przy ktdrej oczekiwana stra-

ta jest najnizsza, czyli dla réznych strategii Wiersza ( D,sPyDes Py, ) wybiera najnizszg
wartos¢ z powyzszych czterech wartosci funkceji:
min(4p, -1p,-2p,-3p,, Op, —=3p, +3p +2p,, Op, +4p,—2p +2p,,
Op, +4p, +3p.~1p;).
Zkolei Wiersz wybiera takg strategie ( D,>Dy>Des Dy ), aby zmaksymalizowac¢ swojg
oczekiwang wyptate:
max mir1(4pA -1p,-2p_.-3p,, Op, -3p, +3p.+2p,, Op, +4p,—2p_+2p,

Ppr Py Pes Dy 20,

p-1 Op, +4p,+3p,~1p,).

3.5.2.2. Postac liniowa problemu Wiersza

Powyzsze sformutowanie nazywac bedziemy problemem Wiersza. Poniewaz
to sformutowanie jest w postaci nieliniowej (maksymalizujemy funkcje minimum,
ktora jest nieliniowa), przeksztatcimy je do prostszej postaci liniowej:

max Z
PPy Doy Py 20,
Xp=1
zeR

pw. z<4p, -1p,-2p -3p,,
z<0p, -3p, +3p. +2p,,
stpA +4pB—2pC +2pD,
z<0p, +4p,+3p.—1p,.
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Co oznacza powyzsze sformutowanie i dlaczego jest rownowazne nieliniowej
formie?

Po pierwsze, Wiersz chce zmaksymalizowa¢ swojg oczekiwang wyplate, stad
mamy problem maksymalizacji. Po drugie, oczekiwana wyptata Wiersza, oznaczo-
na jako z, zalezy od tego, na co Wiersz ma wptyw (jego strategia) oraz od tego, na co
Wiersz nie ma wptywu (strategia Kolumny). Wiersz ma wptyw na ustalenie wtasnej
strategii, tj. wybor prawdopodobieristwa poszczeg6lnych wierszy p, , p,, b, by, ktore
muszg spetnia¢ warunki prawdopodobienstw (nieujemne, sumujg sie do 1). Wiersz
nie ma wplywu na strategie Kolumny, ktéra wybiera kolumne o najnizszej oczeki-
wanej stracie. Oczekiwane straty Kolumny zalezg z kolei od strategii Wiersza, czyli
wartosci p, , p,, Do, Dy

Aby warto$¢ z byta minimalng oczekiwang stratg Kolumny (ktora jest zarazem
minimalng oczekiwang wyptatg Wiersza), nie moze by¢ wieksza niz ktérakolwiek
z czterech oczekiwanych strat (stad ograniczenia). Wiemy jednak, ze aby z rzeczy-
wiscie byla minimum z tych czterech elementdw, przynajmniej jedno z ograniczen
musi by¢ spelnione w postaci réwnosci (poniewaz min (a, b, ¢, d) réwna sie przynaj-
mniej jednemu z elementéw a, b, ¢, d). W optimum to wymaganie bedzie spelnione,
poniewaz wybieramy maksymalng wartos¢ z, ktdra spetnia cztery ograniczenia — gdyby
wszystkie te ograniczenia spelnione byty w postaci Scistej nieréwnosci, to wartos¢ z
mozna by byto zwiekszy¢ i ograniczenia pozostatyby spelnione, co oznacza, ze wyj-
$ciowe z nie bylo maksymalne.

W powyzszym problemie z wystepuje jednoczes$nie jako warto$¢ funkeji celu,
pojawia sie w ograniczeniach oraz wystepuje jako zmienna decyzyjna, mimo iz
Wiersz nie ma bezposredniego wptywu na jej wartosc. Jest to trick, ktéry umozliwit
nam przeksztatcenie problemu nieliniowego w problem liniowy. Kosztem jest to, ze
zamiast optymalizacji nieliniowej bez ograniczenn mamy do czynienia w optymali-
zacjg liniowg z czterema dodatkowymi ograniczeniami. Nie stanowi to jednak pro-
blemu w przypadku wykorzystania oprogramowania optymalizacyjnego.

3.5.2.3. Problem Kolumny

Zanim przejdziemy do znalezienia rozwigzania tego problemu w Excelu, warto
sformutowa¢ dla kompletnosci problem Kolumny, cho¢ w Excelu wystarczy¢ nam
bedzie rozwigzanie problemu Wiersza, z ktorego, jak sie okaze, mozna réwniez uzy-
skac rozwigzanie problemu Kolumny.

Sg cztery strategie mieszane Kolumny. Oznaczmy je jako (q RY/SY/ BN ) One réw-
niez muszg by¢ nieujemne i muszg sumowac sie do jednosci. Zat6zmy, podobnie jak
wczesniej dla Wiersza, ze Kolumna stosuje strategie mieszang (q Y/ ST/‘R ), ktoérej
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jeszcze nie znamy, ale chcemy jg poznac. Wiersz wybiera jedng ze swoich czterech
strategii. Oczekiwane wyptaty Wiersza wynoszg:

ETI, (A)=4q, +0q, +0q.+0q,,
EIl (B)=-1q, - 3q,+4q, +4q,,
EIl, (C)=-2q, +3q,- 2q.+3q,,
EIl, (D)=-3q, +2q, +2q, - 1q,.

Wiersz wybiera strategie (wiersz A, B, C lub D), przy ktérej oczekiwana wyptata
jest najwyzsza, czyli dla réznych strategii Kolumny (q, ,q,,q.,q, ) Wybiera najwyz-
szg wartosc¢ z powyzszych czterech wartosci funkcji:

max(4qA +0qB +OqC +0qD, —lqA -3q, +4qC +4qD, —ZqA +3qB—2qC +34,,
-3q, +2q,+2q.-1q,).

Zkolei Kolumna wybiera takg strategie (q RY/SY/ SN ), aby zminimalizowac swoje
oczekiwane straty:

................... min max(4qA +0q, +0q, +0q,, -1q, -3q, +4q. +4q,, -2q, +3q9,-2q, +3q,,

Problem ¢ g q..q, 20,

Kolumny 1 Tg=1 _qu_i_qu_,_qu_qu)'

3.5.2.4. Postac liniowa problemu Kolumny

Powyzsze sformutowanie nazywa¢ bedziemy problemem Kolumny. Poniewaz
to sformutowanie jest w postaci nieliniowej (minimalizujemy funkcje maksimum,
ktora jest nieliniowa), przeksztatcimy je do prostszej postaci liniowej:

Problem min v
Kolumny 2 435 dc> 0 20,
2g=1

VeR
p.w.v24q, +0q, +0q_ +0q,,
vz2-1q, - 3q,+4q. +4q,,
v=-2q, +3q, - 29, +3q,,
v2-3q, +2q,+2q, - 1q,.
Po pierwsze, Kolumna chce zminimalizowa¢ swojg oczekiwang strate, stagd mamy
problem minimalizacji. Po drugie, oczekiwana strata Kolumny oznaczona jako v zale-

zy od tego, na co Kolumna ma wplyw (jej strategia) oraz od tego, na co Kolumna nie
ma wplywu (strategia Wiersza). Kolumna ma wplyw na ustalenie wlasnej strategii,
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tj. wybor prawdopodobienstwa poszczegdlnych kolumn gq,,q,,q.,q,, ktore muszg
spetnia¢ warunki prawdopodobienstw (nieujemne, sumujg sie do 1). Kolumna nie
ma wptywu na strategie Wiersza, ktéry wybiera wiersz o najwyzszej oczekiwanej
wyptacie. Oczekiwane wyptaty Wiersza zaleza z kolei od strategii Kolumny, czyli
wartosci q,,4,, 4,4,

Aby wartos¢ v byta maksymalng oczekiwang wyptatg Wiersza, nie moze by¢ mniej-
sza niz ktorakolwiek z czterech oczekiwanych wyptat (stad ograniczenia). Wiemy jed-
nak, ze aby v rzeczywiscie byta maksimum z tych czterech elementéw, przynajmniej
jedno z ograniczen musi by¢ spelnione w postaci réwnosci (poniewaz max (a, b, c, d)
réwna sie przynajmniej jednemu z elementow a, b, ¢, d). W optimum to wymaganie
bedzie spetnione, poniewaz wybieramy minimalng wartosc¢ v, ktéra spetnia cztery
ograniczenia — gdyby wszystkie te ograniczenia spelnione byly w postaci $cistej nie-
réwnosci, to wartos¢ v mozna by byto zmniejszy¢ i ograniczenia pozostatyby spet-
nione, zatem oryginalne v nie byto minimalne.

W powyzszym problemie v wystepuje jednoczesnie jako wartos¢ funkeji celu,
pojawia sie w ograniczeniach, oraz wystepuje jako zmienna decyzyjna, mimo iz
Kolumna nie ma bezposredniego wplywu na jej wartos$¢. Jest to trick, ktéry umozli-
wit nam przeksztatcenie problemu nieliniowego w problem liniowy. Teraz mozemy
przej$c do rozwigzania problemu w Excelu. Bedziemy rozwigzywaé problem Wiersza.

Ramka 3.1. Jak to zrobi¢ w programie Excel?

19 v fe 0,659176029962547

. A Bl e | ®» I8 | g |l & | [

14

2 | Strategia

3 | Strategie Kolumny mieszana

4 | A B c D Wiersza

o [ 4 0o 0o o | 125/267

6| &p b N 1089

7| Eg oI SN 1489

s| “7 oI N INF0JE67N Wartosé gry
5 m::":.';:m 176/267 176/267 176/267 176/267 1 176/267 |
10 D= >= >= >=

11 176/267 176/267 176/267 176/267

12

W pliku Excela Rozdzial_3_1.xIsx w zaktadce ,Ramka 3.1a Problem Wiersza” znajduje sie zada-
nie programowania liniowego opisanego jako ,Problem Wiersza 2” powyzej.

W komdrkach C5:F8 zapisano wyptaty Wiersza dla réznych profili strategii graczy. W komoérkach
H5:H8 zapisano poszukiwang strategie mieszang Wiersza. Na tej podstawie sa liczone oczekiwane
straty Kolumny dla réznych jej strategii (C9:F9) jako suma iloczynéw odpowiedniej Kolumny wyptat
Wiersza (strat Kolumny) i strategii mieszanej Wiersza.
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14 Rozdziat 3

cd. ramki 3.1

Komdrka 19 zawiera szukang wartos¢ gry wyrazona jako oczekiwana wyptata Wiersza. Komor-
ki zawierajace wartosci utamkowe zostaty sformatowane jako wartosci utamkowe do trzech cyfr,
poniewaz rozwiazania to wartosci utamkowe z mianownikiem trzycyfrowym. Zmienne decyzyjne
problemu to strategia mieszana Wiersza oraz wartos¢ gry. Funkcja celu to wartos¢ gry i jest ona
maksymalizowana. Warto$¢ gry powinna pojawic¢ sie w kazdej z komérek C11:F11. Nalezy zatem
uzupetni¢ =$1$9 w komdrce C11 i nastepnie przeciagnac te formute na pozostate komorki zakresu
C11:F11. Ograniczenia s nastepujace: zmienne reprezentujyce strategie mieszang Wiersza sg nie-
ujemne oraz sumuja sie do 1 (ich suma zapisana jest w komérce H9); kazda z oczekiwanych strat
Kolumny jest nie mniejsza niz wartos¢ gry.

Parametry dodatku Solver X
Ustaw cel: $1$9 Eiy‘
Na: (® Maks O Min O Wartoéé: |0

Przez zmienianie komdrek zmiennych:

SH$5:SHSE:SI59] £y

Podlegajacych ograniczeniom:

$CSO:SFS9 >= $CHT1T:5FS11 Dodaj
$HS$5:$HS8 >=0
$H$9 =1
Zmien
Usuni
Resetuj wszystko
Zataduj/zapisz

D Ustaw wartosci nieujemne dla zmiennych bez ograniczer

Wybierz metode LP simpleks X Opgje
rozwiazywania:
Metoda rozwigzywania

W przypadku gtadkich nieliniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG. Dla
liniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku probleméw,
ktére nie sa gtadkie, wybierz aparat ewolucyjny.
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Po uzyskaniu rozwiazania przy wykorzystania dodatku Solver wybieramy opcje stworzenia
Raportu wrazliwosci

Wyniki dodatku Solver X

Dodatek Solver znalazt rozwigzanie. Wszystkie

ograniczenia i warunki optymalizacji sg spetnione.  Raporty
Wynikéw
@ Zachowaj rozwiazanie dodatku Solver M
Granic
O Przywré¢ wartoéci pierwotne
Powr6é do okna dialogowego parametréow
U dodatku Solver soneee P [IRaporty konspektu

Anuluj Trwa zapisywanie sce

Raporty

Umotzliwia utworzenie okreslonego typu raportu i umieszcza kazdy raport w oddzielnym arkuszu tego
skoroszytu.

Raport ten znajduje sie w zaktadce ,Ramka 3.1b Raport p. Wiersza”. Zawiera on rozwiazanie pro-
blemu optymalizacyjnego Wiersza, tj. warto$¢ gry w komorce D13 oraz strategie mieszang Wiersza
w komérkach D9:D12 w postaci liczb z rozwinieciem dziesietnym, tj. niesformatowanym do postaci
utamkowej (sprawdz, czy rozwiazanie jest to samo poprzez sformatowanie tych komérek). Zawiera
on réwniez inne informacje, do ktérych wrocimy za chwile.

A A B C D E F G H
1 |Microsoft Excel 14.4 Raport wrazliwosci

2 Arkusz: [NDM_rozdz zadanie - ML - excel.xIsx]Problem Wiersza

3 Raport utworzony: 25.10. 11:55:03

4

-
6 Komérki zmiennych
7 1
8 {

Koricowa Koszt ot ik I I

rk Nazwa wartosé i funkeji celu warost spadek
9 | $H$s A Strategia mi Wiersza 0,468164794 [ 0 1,23943662 2,628571429
10 | SHS6 B Strategia mi Wiersza 0,112359551 o 0 2,044444444 3,368421053
11 $H$7 C Strategia mi Wiersza 0,157303371 0 0  1,46031746 2,347826087
12| $HS8 D Strategia mieszana Wiersza 0,262172285 [ 0 2,571428571 1,260273973
13| 3189 Wartosé oczeki strategii Kolumny Wartoé¢ gry 0,65917603 0 1 1E430 1
14|
15 |og
16| Korcowa Cena Prawa strona Dopuszczalny Dopuszczalny
17| k Nazwa wartosé dualna i wazrost spadek
18| $C$9 Warto$é ki strategii Kolumny A 0,65917603 -0,164794007 0 4 3,521126761
19| $D$9 Wartosé ki strategii Kolumny B 0,65917603 -0, 0 1,052631579 3,111111111
20 | SES9 Warto$é ki strategii Kolumny C 0,65917603 -0,303370787 0 1,217391304 2,
21| SFS9 Wartoéé strategii Kolumny D 0,65917603 -0,172284644 0 1917808219 1
22 $HS9 Warto$é ki strategii Kolumny Strategia mi Wiersza 1 0,65917603 1 1E+30 1
23

Przejdimy teraz do zaktadki ,Ramka 3.1c Problem Kolumny”, w ktérej zaimplementowany jest
,Problem Kolumny 2" opisany w tekscie.
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cd. ramki 3.1
4 A I B | C I D | E I F | G | H | I |
1_
2 | Wartos$é
3 | Strategie Kolumny oczekiwana
4 | A B C D strategii Wiersza
5 [REeiy A o 176/267 <= 176/267
6| gg B [IET S T 176/267 <= 176/267
7 e e 0 | 0 [ 0 [ - | 176/267 <= 176/267
s & 0 S N NG S 176257 <« 1761287
9
el
10 Kolumny
Wartosé
11 ay 176/267
2|
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Tabela wyptat (komérki C5:F8) jest identyczna jak w przypadku Problemu Wiersza. Szukamy

teraz strategii mieszanej Kolumny (komdrki C10:F10). Wartosci oczekiwane wyptat Wiersza dla réz-
nych strategii Wiersza (komérki G5:G8) liczymy jako sume iloczynéw odpowiedniego wiersza wyptat
i wiersza strategii mieszanej Kolumny. W komaérkach 15: 18 kopiujemy warto$¢ gry z komérki G11.
Imienne decyzyjne problemu to strategia mieszana Kolumny oraz wartos¢ gry. Funkcja celu to war-
tos¢ gry i jest ona minimalizowana. Ograniczenia s nastepujace: zmienne reprezentujace strategie
mieszana Kolumny sa nieujemne oraz sumuja sie do 1 (ich suma zapisana jest w komérce G10);
kazda z oczekiwanych wyptat Wiersza jest nie wieksza niz wartos¢ gry.

[ ustaw wartosci nieujemne dla zmiennych bez ograniczen

Parametry dodatku Solver

Ustaw cel: $G$1 1] i +
Na: O Maks ® Min O Wartoé& 0 o .
Przez zmienianie komérek zmiennych:
[scswstsw:sGsn I
Podlegajacych ograniczeniom:
$C$10:$F$10 >=0 ’ Dodaj ‘
$G$10=1
$G$5:9G$8 <= $1$5:91$8

’ Zmien ‘

Usunh
Resetuj wszystko
‘ Zataduj/zapisz ‘

Wybierz metode LP simpleks 5 T‘

rozwigzywania:
Metoda rozwigzywania

W przypadku gtadkich nieliniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG. Dla
liniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku probleméw,
ktére nie sa gtadkie, wybierz aparat ewolucyjny.

Pomoc | Rozwiaz ’ Zamknij
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jest umieszczony w zakfadce ,Ramka 3.1d Raport p. Kolumny”:

Po uzyskaniu wynikéw (réwniez i tutaj komérki wartosci zmiennych decyzyjnych i ograniczen
sa sformatowane jako wartosci utamkowe do trzech cyfr) mozemy wybrac Raport wrazliwosci, ktory

A B (&) D E F G H
1 |Microsoft Excel 14.4 Raport wrailiwosci
2 |Arkusz: [NDM_rozdz 4a - ML - excel.xIsx]Problem Kolumny
3 Raport utworzony: 19.12.2016 15:08:19
4l
5|
6 |Komérki 2miennych
7| Koricowa Koszt &t ik Iny D I
8 | rk Nazwa wartoéé iej funkeji celu warost spadek
9 | $cs10 Strategia mieszana Kolumny A 0,164794007 0o 0 3,521126761 4
10| $DS$10 Strategia mit Kolumny B 0, [ 0 3,111111111 1,052631579
11| $ES10 Strategia mi Kolumny C 0,303370787 [ 0 2,222222222 1,217391304
12| $F$10 Strategia mi Kolumny D 0,172284644 0 0 1 1,917808219
13 $G$11  Wartoéé gry Warto$é ki strategii Wiersza 0,65917603 0 1 1E+30 i
14|
15 Ograniczenia
16| Koncowa Cena Prawa strona Dopuszczalny Dopuszczalny
17| Komérka Nazwa wartosé dualna iczeni wazrost spadek
18| $G$10 Strategia mit Kolumny Warto$é i strategii Wiersza 1 0,65917603 1 1E+30 b 5
19| $GS$S A Wartosé i strategii Wiersza 0,65917603 -0,468164794 0 2,628571429  1,23943662
20| $Gs6 B Warto$é ki strategii Wiersza 0,65917603 -0,112359551 0 3,368421053 2,044444444
21| $G$7 C Wartos¢ oczekiwana strategii Wiersza 0,65917603 -0,157303371 0 2,347826087  1,46031746
22| $Gs8 D Wartoéé ki strategii Wiersza 0,65917603 -0,262172285 0 1,260273973 2,571428571

Réwniez ten raport zawiera rozwigzanie problemu optymalizacji, w tym przypadku problemu

Kolumny, ktére znajduje sie w postaci z rozwinieciem dziesietnym w komérkach D9:D12.

Nalezy zwréci¢ uwage na dwie prawidtowosci:

1. Wartos¢ funkgji celu dla rozwiazania optymalnego Wiersza i warto$¢ funkgji celu dla rozwiazania
optymalnego Kolumny sg identyczne. Przektadajac na jezyk teorii gier, oznacza to, ze to mini-
malna oczekiwana wyptata, ktéra moze sobie zagwarantowac Wiersz jest rowna maksymalnej
oczekiwanej stracie, ktéra moze sobie zapewni¢ Kolumna.

2. Ceny dualne w Raporcie p. Wiersza sa odwrotnoscia (réznia sie tylko znakiem) rozwiazania Pro-

blemu Kolumny. I analogicznie ceny dualne w Raporcie p. Kolumny s3 odwrotnoscia rozwigzania
Problemu Wiersza. Poniewaz nie wida¢ tego bezposrednio z uwagi na inne formatowanie roz-
wigzan optymalnych (posta¢ utamkowa do trzech cyfr) i cen dualnych (postac z rozwinieciem
dziesietnym), zachecamy Czytelnika, aby sprawdzit ten fakt.

Te dwie prawidtowosci s3 bardzo pomocne w praktycznym rozwigzywaniu gier o sumie zerowej,

tj. takich jak ta, ktéra tutaj opisujemy. Aby rozwiaza¢ problem Kolumny po uprzednim rozwiazaniu
problemu Wiersza, wystarczy sporzadzi¢ Raport wrazliwosci problemu Wiersza i odczyta¢ optymal-
ne rozwiazanie problemu Kolumny na podstawie cen dualnych. | odwrotnie, aby rozwiaza¢ problem
Wiersza po uprzednim rozwiazaniu problemu Kolumny, wystarczy sporzadzi¢ Raport wrazliwosci pro-
blemu Kolumny i odczyta¢ stamtad szukane rozwigzanie. Oznacza to réwniez, ze mozemy wybrac¢
problem, ktdry chcemy rozwiaza¢ (Wiersza lub Kolumny).

Zrédto: opracowanie whasne.
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3.6. Podsumowanie

Teoria gier jest stosunkowo nowym dziatem ekonomii i matematyki (jej poczgtek
datuje sie na schytek Il wojny $wiatowej), ktéry zajmuje sie strategicznymi interakcja-
mi pomiedzy autonomicznymi podmiotami. Modele gier sg tak uproszczone i wyide-
alizowane, ze mozliwe jest uchwycenie istoty sytuacji i interakcji poszczegdlnych
podmiotéw podejmujgcych decyzje i wynikajgcych z nich implikacji, co wiecej jezyk
tych modeli, nawigzujgc do gier towarzyskich, odarty z kontekstu psychologicznego
i spotecznego, koncentruje sie w sposéb beznamietny na istocie modelowanego pro-
blemu. Taka strategia przypomina podejscie fizyka, ktory aby wyznaczy¢ tor pocisku,
jako punkt wyjscia rozwigzuje rownania wyidealizowanego modelu trajektorii kuli,
pomijajgc opoér powietrza i otrzymuje fragment paraboli, a dopiero w praktycznym
zastosowaniu tej analizy wprowadza poprawki uwzgledniajgce ten opor, otrzymu-
jac krzywa opisujacg trajektorie (baliste). Podobnie w przypadku teorii gier, wyniki
uproszczonych modeli stosuje sie do szerokiej gamy sytuacji rzeczywistych.

Kiedy na przyktad jeden sprzedawca wkracza w obszar sprzedazy drugiego sprze-
dawcy badz kiedy jeden kraj OPEC staje przed pokusg wypuszczenia na rynek wiek-
szej niz ustalona przez kartel liczby barytek ropy, mamy do czynienia z sytuacjami,
ktorych istote mozna reprezentowac za pomocg dylematu wieznia. Z kolei, kiedy
r6zne podmioty stajg przed koniecznoscig zgrania sie co do wktadanego wysitku, tak
aby osiggng¢ zamierzony efekt, mamy do czynienia z podobnym mechanizmem, jak
w grze koordynacji. Autorzy niniejszej ksigzki mieli podobny problem: kazdy z nich
miat dylemat, czy wlozy¢ wysitek w ukoriczenie swojego rozdziatu, nie majgc pew-
nosci, czy inni postgpig tak samo, czy tez poczekac az bedzie pewne, Ze inni pracujg
w pocie czota i horyzont ich pracy jest juz widoczny. W takich sytuacjach wazne jest,
aby prawidtowo zdiagnozowac typ interakcji strategicznych, tylko wtedy bowiem
mozna skutecznie przeciwdziata¢ niekorzystnym implikacjom. Sprzedawcy mogg
podpisac porozumienie wraz z odpowiednimi klauzulami dotyczgcymi konsekwencji
odstgpienia od porozumienia. OPEC moze wdrozy¢ procedury monitorowania pro-
dukcji ropy naftowej przez poszczegdlne kraje tworzgce kartel i ustanowic¢ konkretne
kary za nadprodukcje, ktére przewyzszajg zysk z naruszenia postanowien. Redak-
torzy ksigzki wprowadzajg natomiast harmonogram prac i okreslajg konsekwencje
niewywigzania sie z niego poszczegdlnych autoréw w taki sposob, aby optacato sie
im ukoniczy¢ prace na czas. Rolg menedzera w firmie jest identyfikacja r6znych sytu-
acji strategicznych zachodzgcych wewnatrz i na zewnatrz firmy i takie ich ukierun-
kowywanie, aby zminimalizowa¢ negatywne ich skutki dla firmy.
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3.7. Dodatek: Czy teoria gier dobrze przewiduje ludzkie wybory?

Teoria gier dostarcza rekomendacji, ktére strategie w grze powinny zostac
wybrane przez graczy. Wazng czescig argumentacji, ze rtwnowaga stanowi wzajem-
nie najlepsze odpowiedzi na strategie przeciwnika, jest zatozenie wspdlnej wiedzy
o racjonalnosci. Wedlug tego zatozenia, nie do$¢, ze kazdy z graczy jest racjonalny
(maksymalizuje swojg oczekiwang uzytecznosc), to jeszcze kazdy wie, ze jego prze-
ciwnik jest racjonalny, kazdy wie, ze kazdy wie, Ze jego przeciwnik jest racjonalny
itd. W praktyce to zatozZenie wcale nie musi by¢ spetnione. Ludzie popetniajg btedy,
sg rozkojarzeni, czasem nie sg w stanie wyznaczy¢ optymalnej strategii, a czasem
nie znajg swojego przeciwnika na tyle, aby by¢ pewnym, Ze zagra racjonalnie. Na
przyktad, grajac w szachy, moze sie zdarzy¢, ze wolelibySmy cofngé swoj poprzedni
ruch, gdyz nie zauwazyliSmy, Ze oddaliSmy przeciwnikowi figure ,za darmo”. Innym
razem mozemy prébowac podpuscic¢ przeciwnika, pozornie oferujgc mu swojg figu-
re, jednoczesnie majgc przygotowang zasadzke w postaci sekwencji ruchéw prowa-
dzgcych do dania przeciwnikowi mata.

Nawet jezeli gracz jest w peini racjonalny, to w sytuacji, gdy nie ma pewnosci,
co do zachowania przeciwnika, wybranie strategii rownowagi wcale nie musi by¢
najlepszg odpowiedzig na ruch przeciwnika. W takim przypadku dobry gracz bedzie
umiat przewidzie¢ ruch przeciwnika i wybrac takg swojg strategie, ktéra stanowi naj-
lepszg odpowiedz na ten ruch.

Rodzi sie pytanie, na ile ludzie rzeczywiscie grajg zgodnie z przewidywaniami
teorii gier. Odpowiedzig na to pytanie zajmuje sie dzial teorii gier zwany behawio-
ralng teorig gier.

W artykule ,,Ten little treasures of game theory and ten intuitive contradictions”
Goeree i Holt (2001, s. 1402-1422) omawiajg wyniki eksperymentéw dotyczgcych
serii dwuosobowych gier, ktére sg rozgrywane tylko raz. Te gry obejmujg standardo-
we kategorie: gry statyczne i dynamiczne z zupeing i niezupelng informacjg. W przy-
padku kazdej gry tzw. skarb oznacza taki dobér parametréw tej gry, Ze obserwowane
zachowania w tych grach sg zgodne z przewidywaniami réwnowagi Nasha lub odpo-
wiedniego jej odpowiednika w grach dynamicznych lub z niezupeing informacjg. Dla
kazdego ,,skarbu” zmieniono kluczowy parametr wyptaty w sposéb, ktéry nie zmienia
przewidywan rownowagi, ale ta teoretycznie neutralna zmiana w wyptacie ma duzy
wplyw na obserwowane zachowanie, prowadzac do rozbieznosci pomiedzy przewidy-
waniami teorii gier i rzeczywistymi zachowaniami. Te sprzecznosci sg zgodne z intuicjg
ekonomiczng, jednak brak jest zadowalajgcego wyjasnienia teoretycznego dla nich.
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Dalej przedstawimy dwie sposréd analizowanych w artykule Goeree, Holt (2001)
gier, oméwimy na czym polegajg odstepstwa od przewidywan teorii gier dla tych gier
i zaproponujemy wyjasnienie dla tych odstepstw.

3.7.1. Dylemat Podréznika

Pierwszg z gier jest tzw. dylemat podréznika. Gra zostata wprowadzona w pracy
Basu (1994). Wyobrazmy sobie, ze linia lotnicza zgubita dwie walizki, kazda nalezgca
do jednego z dwdch podréznych. Walizki byty identyczne i miaty takg samg zawartos¢.
Linia oferuje odszkodowanie za ich zgubienie w kwocie pomiedzy 180 a 300 USD. Aby
okresli¢ wartos¢ walizek, ich wlasciciele proszeni sg niezaleznie od siebie o napisa-
nie kwoty — wyrazonej w dolarach i w liczbach catkowitych - ktérej oczekujg — nie
mniejszej niz 180 i nie wiekszej niz 300. Jesli napiszg takg samg kwote, zostanie ona
uznana za wigzacg i obaj otrzymajg odszkodowanie tej wysokosci. Jesli napiszg rézne
kwoty, za wigZzacg zostanie uznana nizsza kwota. Dodatkowo, ten, kto napisze niz-
szg kwote, dostanie bonus w wysokosci RUSD, gdzie R > 1, a ten, kto napisze wyzszg,
straci RUSD ze swojego odszkodowania.

Réwnowagg tej gry jest dla kazdego z graczy napisanie 180 USD. Strategia tej
rownowagi jest jedyna, ktora zostanie po przeprowadzeniu tzw. iteracyjnej elimina-
cji strategii, ktore nigdy nie sg najlepszg odpowiedzig na jakgkolwiek strategie prze-
ciwnika. Zweryfikujmy to stwierdzenie.

Jakiejkolwiek sumy od 181 do 300 by méj przeciwnik nie wpisat, mojg najlepsza
odpowiedzig bytoby wpisa¢ sume o jeden nizszg od niego/niej. Na przyktad jeze-
li przeciwnik wpisatby 300, a ja 299, to moja wyptata wyniesie 299 + R > 300. Kazda
inna suma wpisana przeze mnie databy mi mniejszg wyptate, np. gdybym wpisat 300,
dostatbym 300, gdybym wpisat 288, dostatbym 288 + R itd. Zauwazmy, Ze wpisanie
300 nigdy nie jest najlepszg odpowiedzig, niezaleznie co wpisze moéj przeciwnik.
Strategia 300 moze zatem zostac usunieta z listy moich strategii. Poniewaz gra jest
symetryczna (nie ma w niej znaczenia, czy wybieramy wiersze, czy kolumny), strate-
gia 300 moze zostac usunieta takze z listy strategii mojego rywala. Bez strategii 300
dla obu graczy, tatwo zweryfikowac, ze strategia 299 nie jest najlepszg odpowiedzig
na zaden ruch przeciwnika. Stagd w kolejnym etapie eliminujemy réwniez te strategie
ze zbioru dostepnych dla graczy strategii. Proces ten powtarzany jest sukcesywnie
do momentu, kiedy zostaty wyeliminowane wszystkie strategie z wyjatkiem strate-
gii 180. Ta strategia nie moze by¢ wyeliminowana, gdyz jest najlepszg odpowiedzig
na strategie 180 przeciwnika. Zatem profil strategii (180, 180) jest rtownowagg tej gry’.

9 Moéwimy, Ze strategia 180 jest jedyng strategia racjonalizowalng (rationalizable strategy) w tej grze.
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Réwnowaga tej gry wynosi (180, 180) niezaleznie od wysokosci kwoty R, ktdra
jest dodawana lub odejmowana od kwoty odszkodowania. Jezeli R wynosi na przyktad
180, to rownowaga ta wydaje sie poprawnie wskazywac strategie, ktore rzeczywiscie
sg wybierane w eksperymentach. Wydaje sie jednak, ze jezeli kara R wynosi na przy-
ktad 5 USD, to jest bardzo prawdopodobne, ze ludzie wcale nie bedg pisali najnizszej
mozliwej kwoty zgodnie z przewidywaniami teorii gier i Ze bedg chcieli sprébowac
uzyska¢ wyzszg wyplate niz te, ktérg dostaliby w rownowadze. Przeciez, grajgc zgod-
nie z przewidywaniami teorii gier i piszac kwote 180, mogg liczy¢ na wyptate 180
(jezeli przeciwnik zagra tak samo) lub 185, jezeli przeciwnik wybierze wyzszg kwote.
Natomiast piszac kwote na przyktad 295, w najgorszym wypadku otrzymajg wyptate
175 (jezeli przeciwnik zagra strategie réwnowagi), ale mogg liczy¢ na duzo wyzszg
wyptate w przypadku, gdy przeciwnik, podobnie jak oni, napisze wysokg kwote (jezeli
przeciwnik rowniez napisze 295, wéwczas oboje otrzymajg wyptate 295).

Potwierdzajg to wyniki eksperymentu przeprowadzonego przez Goeree i Holta.
W przypadku gdy kara R wynosita 180 USD, wéwczas prawie 80% z 50 graczy uczest-
niczgcych w eksperymencie napisata liczbe z przedziatu 180-190. W sytuacji, gdy
kara R wynosita 5 USD, podobna cze$¢ uczestnikow napisata liczbe z przedziatu
290-300. Powstaje pytanie, dlaczego w pierwszym przypadku teoria gier catkiem
dobrze przewiduje rzeczywiste zachowania graczy, podczas gdy w drugim jest zupet-
nie na odwrot.

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, ponizej zaproponujemy autorskg hipoteze.

Nalezy oczekiwac, ze w eksperymentach, takich jak przeprowadzili Goeree i Holt,
zatozenie wspolnej wiedzy o racjonalnosci nie jest spetnione. Gracze nie mogg by¢
pewni racjonalnosci swoich przeciwnikéw, ktorzy zostali losowo dobrani, aby utwo-
rzy¢ rywalizujgce ze sobg pary. Nieprzewidywalny przeciwnik moze by¢ traktowany
po trochu, jak natura. By¢ moze zatem mozemy zastosowa¢ metody poznane w roz-
dziale 2 i dotyczgce podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci. Zauwazmy, ze
w sytuacji, kiedy kara R wynosi 5 USD, zagranie strategii rownowagi oznacza zgode
na niskg wyptate, podczas gdy napisanie wysokiej kwoty w przedziale 290-300, daje
nam szanse na duzo wyzszg wygrang. Z kolei, w sytuacji, gdy kara R wynosi 180 USD,
napisanie wysokiej kwoty jest bardzo ryzykowne (moge nie dosta¢ w ogdle odszko-
dowania), a wybranie strategii rownowagi daje nam gwarancje otrzymania przynaj-
mniej 180 USD odszkodowania. Hipoteza, ktérg stawiamy brzmi nastepujgco: ludzie
bedg wybierali strategie rownowagi, jezeli inne strategie sg ryzykowne i ich wybra-
nie moze wigzac sie z duzg potencjalng stratg. Z kolei, jezeli strategia alternatywna
do strategii rownowagi daje nam szanse na wysokg wygrang, a przy tym nie wigze
sie z mozliwos$cig duzej straty, to ludzie bedg wykazywali tendencje do wybierania
tej wlasnie strategii zamiast strategii rownowagi.
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Aby zoperacjonalizowa¢ powyzszg hipoteze, potrzebujemy zdefiniowa¢ pojecie
ryzykownosci strategii. Zgodnie z naszg hipotezg dobrym sposobem na okreslenie
ryzykownosci strategii jest maksymalny zal. Ludzie bedg zatem wykazywali tendencje
do wybierania strategii, ktéra minimalizuje maksymalny Zal zgodnie z regutg Sava-
ge’a przedstawiong w rozdziale 2.

Zweryfikujmy powyzej postawiong hipoteze. W pliku Rozdzial 3 2.xIsx w arku-
szu ,Dylemat podréznika” wyznaczamy strategie Wiersza w dylemacie podrdznika,
ktéra charakteryzuje sie najnizszym maksymalnym zalem. W komorce B251 nale-
zy wpisa¢ wartos¢ parametru kary R jako liczbe calkowitg. Zauwazmy, ze dla war-
tosci R =5, strategie, ktére minimalizujg maksymalny zal to strategie w przedziale
290-300. Z kolei dla wartosci R=180, jedyna strategia, ktéra minimalizuje maksy-
malny zal to strategia 180. Oznacza to, ze zaproponowana hipoteza sprawdza sie
catkiem dobrze w grze dylemat podrdznika.

Jak wyznaczy¢ strategie minimaksu zalu dla dylematu podréinika w programie Excel?

W pliku Rozdzial_3_2.xIsx w arkuszu ,Dylemat podréznika” wyznaczono strategie minimaksu
zalu. Ponizej znajduje sie opis implementacji:

1. Okreslamy parametr R w komérce B251 jako liczbe catkowita od 2 do 180.

2. Tworzymy tabele wyptat Wiersza w nastepujacy sposéb:

a. Wypisujemy strategie graczy poprzez zapisanie liczb catkowitych kolejno od 180 do 300
pionowo w kolumnie B3:B123 oraz poziomo w wierszu (2:DS2.
b. Wyznaczamy wyptate Wiersza dla profilu strategii (180, 180) w komdrce C3 poprzez wpi-
sanie nastepujacej formuty:
=JEZELI(C$2>$B3;MIN(C$2;$B3)+$BS$251;JEZELI(C$2=5B3;MIN(C52;5B3);
MIN(C$2;$B3)-$B$251))
¢. Taformuta moze zostac skopiowana do wszystkich pozostatych komorek w zakresie (3:05123.

3. Tworzymy tabele zalu Wiersza w nastepujacy sposéb:

a.  Wypisujemy strategie graczy poprzez zapisanie liczb catkowitych kolejno od 180 do 300
pionowo w kolumnie B126:B246 oraz poziomo w wierszu C125:05125.

b. Wyznaczamy zal Wiersza dla profilu strategii (180, 180) w komdrce C126 poprzez wpisanie
nastepujacej formuty ,=MAX(C$3:¢$123)-C3".

¢. Ta formuta moze zosta¢ skopiowana do wszystkich pozostatych komérek w zakresie
C126:DS246.

4. Wyznaczamy maksymalny zal dla kazdej strategii Wiersza poprzez wpisanie formuty ,=MAX
(€126:D5126)" do komorki A126. Ta formuta moze zosta¢ skopiowana do wszystkich pozosta-
tych komérek w zakresie A126:A246.

5. Wyznaczamy minimum sposréd maksymalnych zaléw dla wszystkich strategii Wiersza poprzez
wpisanie formuty ,=MIN(A126:A246)” w komodrce A247.

6. Wyznaczamy najnizsza ze strategii charakteryzujacych sie wartoscia maksymalnego zalu wyzna-
czona w punkcie 5 poprzez wpisanie formuty ,=WYSZUKA).PIONOWO(A247;A126:B246;2;FALSZ)"
w komorke A248.
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3.7.2. Koordynacja wysitku

Druga z omawianych w tym podrozdziale gier dotyczy koordynacji, ktéra jest
istotnym elementem wspoéipracy biznesowej. Dwdoch kontrahentéw (Krysia i Pawet)
uczestniczy we wspdlnym Projekcie i wybiera niezaleznie i jednocze$nie'® poziom
swojego zaangazowania/wysitku, ktéry przeznacza na ten Projekt.

W eksperymencie Goeree i Holta poziom wysitku jest liczbg catkowitg z zakresu
110-170. Powodzenie Projektu zalezy od zaangazowania obojga graczy. Graczom zale-
zy zarowno na powodzeniu Projektu, jak i wtozeniu mozliwie najmniejszego wysit-
ku w Projekt. Wyptata jednego i drugiego gracza jest liczona analogicznie. Wyptata
gracza jest okres$lona jako r6znica pomiedzy minimum z wysitku wtozonego przez
obojga graczy (okreslajgca warto$¢ produktu powstatego w wyniku Projektu) i pozio-
mu wysitku wlozonego przez gracza pomnozonego przez wspétczynnik kosztu jed-
nostki wysitku c. Koszt jednostki wysitku jest liczbg rzeczywistg z przedziatu (0, 1)
ijest wspélny dla obojga graczy.

Na przyktad, jezeli Krysia wybierze poziom wysitku 140, a Pawet 130, natomiast
koszt jednostki wysitku wynosi 0,3, wowczas wyptata Krysi wynosi: min(140, 130)-
-0,2x140=130-28=102, natomiast wyptata Pawta wynosi min(140, 130)-0,2x
x130=130-26=104.

Niezaleznie od poziomu kosztu jednostki wysitku, rtwnowagg tej gry jest kazdy
wspolny poziom wysitku. Aby to wykazac, zat6zmy, ze Krysia i Pawet wybrali jeden
poziom wysitku we{110, 111, ..., 170}. Profil ich strategii wynosi zatem (w,w).
Pawtowi nie optaca sie wybrac¢ innego poziomu wysitku, jezeli Krysia wybrata poziom w.
Jezeli wybratby wyzszy poziom, minimum obu wysitkéw pozostanie niezmienione,
natomiast zwiekszyltby sie catkowity koszt wysitku. Jezeli z kolei wybratby nizszy
poziom, wowczas co prawda zmniejszytby sie dla niego catkowity koszt wysitku, jed-
nak minimum z obu wysitkdw (wartos¢ Produktu) réwniez by sie zmniejszyto, przy
czym to drugie zmniejszyltoby sie bardziej, gdyz koszt jednostki wysitku jest mniejszy
niz 1. Najlepszg zatem odpowiedzig Pawla na wybor przez Krysie poziomu wysitku w
jest wybor tego samego poziomu wysitku. Analogicznie w przypadku Krysi. Najlep-
szg jej odpowiedzig na wybor przez Pawla poziomu wysitku w jest wybranie przez
nig tego samego poziomu wysitku.

Zauwazmy, ze przewidywania teorii gier sg w przypadku tej konkretnej gry dos¢
mato precyzyjne. Réwnowagg jest kazdy wspdlny poziom wysitku wtozony przez

10 Jednoczesno$¢ nie musi oznaczac tego samego czasu, ale oznacza, ze zaden gracz w momencie wyboru
swojej strategii nie zna wyboru, ktérego dokonat przeciwnik.
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graczy — oznacza to 61 réwnowag w strategiach czystych''. Gdyby Krysia z Pawltem
mogli sie naradzi¢ ze sobg, wéwczas mogliby ustali¢, Ze oboje wybiorg najwyzszy
poziom wysitku. Zadnemu z nich nie optacaloby sie zrobi¢ inaczej niz ustalili, otrzy-
maliby przy tym kazdy najwyzsza mozliwg wyptate réwna 170(1 - c).

Istniejg jednak sytuacje, w ktorych gracze nie mogg sie naradzi¢ ze sobg przed pod-
jeciem decyzji. Wowczas nie jest jasne, jakie poziomy wysitku zostalyby wybrane przez
Krysie i Pawla. Zauwazmy, zZe jezeli koszt jednostki wysitku jest wysoki, wowczas ryzy-
kowne wydaje sie wybranie wysokiego poziomu wysitku. Jezeli bowiem rywal wybie-
rze niski poziom wysitku, bedziemy sie musieli pogodzi¢ z duzg stratg. Z kolei, jezeli
koszt jednostki wysitku jest niski, wydaje sie, ze gracze niewiele mogg stracic, wybie-
rajgc wysoki poziom wysitku — nawet jezeli rywal nie bedzie jednakowo sktonny do
wlozenia wysitku w Projekt, koszt, ktory poniesiemy nie bedzie w koricu az tak wysoki.

Zgodnie z powyzszg intuicjg, w eksperymencie przeprowadzonym przez Goeree
i Holta, jezeli koszt jednostki wysitku ustalono na poziomie 0,9, wéwczas ponad
50% graczy wybrato niski poziom wysitku, tj. warto$¢ w przedziale 110-120. Z kolei
w sytuacji, gdy koszt jednostki wysitku ustalono na poziomie 0,1, wowczas ponad
60% graczy zdecydowato sie na wybor wysokiego poziomu wysitku, tj. wartosci
z przedziatu 160-170.

Sprobujmy w tej grze wyznaczy¢ ryzykownosci strategii wedtug zaproponowa-
nego w poprzedniej czesci sposobu, tj. jako maksymalny zal. Zweryfikujemy tym
samym hipoteze, zgodnie z ktorg ludzie bedg wykazywali tendencje do wyboru stra-
tegii minimalizujgcej maksymalny zal.

W pliku Rozdzial 3 2.xlsxw zaktadce ,Koordynacja wysitku” wyznaczamy stra-
tegie Wiersza, ktora charakteryzuje sie najnizszym maksymalnym zalem. Spos6b
wyznaczenia maksymalnego zalu jest podobny jak w przypadku gry dylemat podréz-
nika. W komérce B131 nalezy wpisa¢ wartos¢ kosztu jednostki wysitku c jako liczbe
rzeczywistg z przedziatu (0, 1). Zauwazmy, ze dla wartosci ¢=0,1, strategia, ktora
minimalizuje maksymalny zal to strategia 164. Z kolei dla wartosci ¢=0,9, strate-
gia, ktéra minimalizuje maksymalny Zal to strategia 116. Hipoteza zatem przez nas
postawiona w tym przyktadzie tez zostata pomyslnie zweryfikowana.

3.7.3. Aplikacja mobilna Game of Rows

W powyzszych dwdch grach hipoteza postawiona przez nas zostala pomyslnie
zweryfikowana. Rzeczywiscie ludzie w eksperymentach wykazujg tendencje do wybory
strategii mniej ryzykownych, gdzie ryzykownos$¢ jest mierzona za pomocg maksymal-

11 W tej grze istnieja jeszcze rownowagi w strategiach mieszanych.
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nego zalu. Jezeli strategig ryzykowng jest strategia rownowagi Nasha, woéwczas ludzie
moga nie wybrac strategii rownowagi — tak jest na przyktad w grze dylemat podroz-
nika. Jezeli jest wiele strategii rownowagi, ludzie mogg wybrac te, ktéra jest mniej
ryzykowna. Tak jest na przyktad w grze Koordynacja wysitku. Nasza hipoteza dziata
dobrze w tych dwéch przypadkach. Ale czy jest tak rowniez w innych przypadkach?

Aby to potwierdzi¢ lub sfalsyfikowac, trzeba sprawdzic wiecej przypadkow. W tym
celu mozna przeprowadzac kolejne eksperymenty. Tutaj warto wspomniec o projek-
cie realizowanym w ramach badan statutowych przez pracownikow Zaktadu Wspo-
magania i Analizy Decyzji. Projekt polega na testowaniu zachowan ludzi w grach
i weryfikowaniu hipotez na temat tego zachowania. W ramach tego przedsiewzie-
cia powstata darmowa aplikacja mobilna Game of Rows dostepna w sklepie Google-
play'?, w ramach ktdrej zachecamy do wziecia udziatu w eksperymentach mobilnych
z wykorzystaniem gier podobnych do tych analizowanych w niniejszym rozdziale.

Uzytkownik aplikacji rozgrywa gry z innymi ludZzmi, konkurujgc o najlepsze miej-
sce w rankingu graczy. My — naukowcy - otrzymujemy dane do analizy i weryfiko-
wania hipotez naukowych. Taki sposéb prowadzenia badan naukowych jest dobrg
alternatywg dla tradycyjnych eksperymentéw przeprowadzanych w laboratoriach
eksperymentalnych. Zachecamy wszystkich do skorzystania z tej aplikacji i tym spo-
sobem przyczynienia sie do poprawy jakosci i liczebnosci danych eksperymentalnych,
dzieki ktérym mozemy weryfikowa¢ hipotezy naukowe.

3.7.4. Narzedzie do znajdowania réwnowag

Do rozdziatu, na stronie internetowej http://www.sgh.waw.pl/MDwAK, dotgcza-
my réwniez plik Rozdzial 3 4.xlsm, ktéry zawiera implementacje problemu optyma-
lizacji, ktory prowadzi do znalezienia jednej z rownowag Nasha w statycznych grach
dwuosobowych. Zaznaczamy, Ze narzedzie jest przeznaczone do stosowania na wia-
sny uzytek i na wtasng odpowiedzialnos¢. Jego zaletg jest implementacja w Excelu.
Istniejg réwniez narzedzia do znajdowania wszystkich réwnowag Nasha w prostych
grach, np. narzedzie dostepne pod adresem: banach.lse.ac.uk.

12 Aby dowiedzie¢ sie wiecej na temat aplikacji oraz pobra¢ aplikacje ze sklepu Google Play, odwiedzZ
link www.mlewandowski.waw.pl/game-of-rows.
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3.8. Zadania

Zadanie 3.1

Wyznacz najlepsze odpowiedzi graczy w grze dylemat wieznia przedstawionej
w Tabela 3.4, zakreslajgc wyptaty odpowiednich graczy.

Zadanie 3.2

Rozdziat 3

Wyznacz wszystkie rownowagi (w strategiach czystych i mieszanych) gry bitwa

plci przedstawionej w tabeli 3.20.

Tabela 3.20.

Tabela wyptat gry bitwa ptci

Mecz Balet
Mecz 2,1) (0,0)
Balet (0, 0) (1,2)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Jesli jest wiecej niz jedna rownowaga, wskaz, ktéra rownowaga bedzie prefero-

wana, jesli zastosowane zostanie kryterium dominacji w sensie Pareto lub kryterium

minimaksu zalu.

Zadanie 3.3

Rozwazmy gre dwoch pracownikéw pracujgcych nad wspélnym projektem

z wyptatami przedstawionymi w Tabela 3.201. W poréwnaniu do wersji przedsta-

wionej w Tabela 3.5, tutaj strata pracownika, gdy on pracuje, a gracz drugi udaje jest

dodatkowo powiekszona o 2 tys. PLN i wynosi —3 tys. PLN. Jakie sg réwnowagi w tej

grze? Jesli jest wiecej niz jedna, wskaz tg, ktéra jest lepsza w sensie Pareto (chyba

Ze nie mozna poréwnac) oraz tg, w ktorej gracze stosujg strategie minimaksu zalu?

Czy te dwa kryteria prowadzg do selekcji tej samej rGwnowagi?

Tabela 3.21.

Tabela wyptat gry dwéch pracownikéw pracujacych nad wspélnym projektem: druga wersja

Pracowac (P) Udawac (U)
Pracowac (P) 2,2) (-3,0)
Udawac (V) (0,-3) (0, 0)

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Zadanie 3.4

Rozwazmy dwie firmy farmaceutyczne X i Y, ktore spieszg sie, aby jako pierwsi
opatentowac leki na przeziebienie. Lek A lepiej zmniejsza kaszel, a lek B lepiej obniza
gorgczke. Firmy majg sztywny budzet do podziatu na wydatki R&D i na marketing.
Ktora firma pierwsza opatentuje lek, zgarnia wszystko. Firma X ma do dyspozycji
budzet w wysokosci 6 do podziatu na badania nad lekiem A i B, a firma Y dysponuje
budzetem w wysokosci 5. Kazda z firm musi przeznaczy¢ na badania kazdego z lekow
przynajmniej 1 jednostke budzetu. Strategie firmy X to 51, 42, 33, 24, 15, natomiast
strategie firmy Y to 41, 32, 23, 14. Przykladowo strategia 42 firmy X oznacza, ze prze-
znacza ona budzet rowny 4 na lek A oraz budzet 2 na lek B. Wyptaty graczy przed-
stawiono w tabeli 3.22. Wyznacz wszystkie rbwnowagi tej gry.

Tabela 3.22.
Tabela wyptat gry
41 32 23 14

51 4 2 1 0
42 1 3 0 -1
33 -2 2 2 -2
24 -1 0 3 1
15 0 1 2 4

Zrédto: opracowanie wiasne.
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